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1 Conjuntos e suas propriedades

1.1 A definicao de conjunto

A forma mais simples de definir um conjunto é a de uma reuniao de elemen-
tos quaisquer. E quando falamos elementos qualquer, realmente pode ser qual-
quer um, como por exemplo: conjuntos de pessoas, de objetos e de nimeros.
Esses ultimos, obviamente sao os mais importantes nos contetdos iniciais da
matematica, porém é sempre importante frisar a natureza geral do conjuntos.

Podemos denotar um conjunto, ou representa-lo, de algumas maneiras, a
mais comum é com chaves. Por exemplo, o conjuntos formado pelas letras
7a”, ”b” e 7¢”, pode ser escrito como {a,b,c}, dos nimeros 1,3 e 4 como
{1,3,4}. Lembrando ainda, que esta notac¢ao néo tem ordem, como por exemplo,
{1,3,4} = {1,4,3}. E também interessante notar, que um termo repetido den-
tro das chaves nao altera o conjunto, ou seja, {1,3,4} = {1,1,4,3,4}. Quando
queremos dizer em forma mais reduzida que um elemento a pertence a um con-
junto A, basta escrevermos a € A, e se a nao pertence a A, pode-se escrever
a ¢ A. Como por exemplo, 1 € {1,3,4} e 2 ¢ {1,3,4}.

Podemos denotar conjuntos mais gerais simplesmente por letras maitisculas,
como A, B, C..., estas notagoes ajudam bastante a poupar espago, principal-
mente com conjuntos muito grandes ou mesmo infinitos.

Nao ¢ dificil encontrar casos em que um conjunto A contem todos os termos
de um outro conjunto B, neste caso podemos dizer que A contém B, e denotar
por B C A. Neste caso, tomando A = {1,2,3} e B =1{1,2,3,4,5,6}, vé-se que
A C B, ja que todos os termos de B estdo em A.

Um conjunto muito peculiar, e surpreendentemente muito utilizado em contetidos
mais avangados, é o conjunto chamado de vazio (ou conjunto vazio), denotado
por &. Este é o Unico conjunto que nao contém elementos, ou seja, na notagao
de chaves temos @ = {}

1.2 Algumas operacgoes e propriedades

Tais como os niimeros, podemos operar conjuntos, fazendo literalmente con-
tas com os mesmos. A primeira operacao bem definida entre conjuntos é a
uniao.



Basicamente, a uniao de dois conjuntos A e B é um outro conjunto que
denotamos por A U B, que possui tanto os elementos de A quanto de B.

Tomando A = {a,b,c} e B={1,3,4}, entdo AU B = {a,b, ¢, 1,3,4}.

Ela é a mais simples operagao em termos tedricos, ja que devemos ”apenas
juntar” os elementos de cada conjunto para formar um grupo maior ou igual
que 0s primeiros.

E certeiro escrever maior ou igual, pois tomado algum grupo A qualquer,
entdo a unido AU A = A, jé que teriamos uma repeticao de cada elemento, mas
como vimos anteriormente, isto nao alterara o conjunto.

A segunda operacdo, é a intersecdo de conjuntos. Dados dois conjuntos A e
B, dizemos que a intersecao A N B é o conjunto dos elementos que estao tanto
em A quanto em B, desta forma tomando A = {a,b,c,d} e B = {1,3,4,d},
entdo AN B = {d}.

Outra operagdo importante, é a operacao diferenca entre dois conjuntos A
e B, denotada por A — B e A/B. Esta operagdo basicamente tira de A os
elementos que sdo comuns a B, ou analogamente, ela tira de A a intersecao de
ambos os conjuntos.

Desta maneira podemos definir o que é um conjunto complementar. Dado
um conjunto universo A, ou seja, um conjunto "maior” e um conjunto B C A,
o seu complementar de B em A é definido como B¢ = A — B. A importancia de
tal conjunto vem em certas defini¢oes, mais especificamente as fung¢des, que sao
relagbes entre conjuntos, e frequentemente usam de conjuntos complementares
para provar alguns resultados relacionados as mesmas.

Dados os conjuntos A, B e C, seguem algumas igualdades interessantes
relacionadas a essas operagoes:

1. ANB=BnA

2. AUB=BUA

3. AnN(BNC)=(AnB)NnC

4. AU(BUC)=(AUuB)UC

5. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQ)

1.3 Os conjuntos numéricos mais utilizados

Na matematica basica, existem 4 conjuntos compostos por niimeros que sao
os mais utilizados. Esses conjuntos sao denotados por N, Z, e Q e R.

O primeiro deles, que é representado por N = {0,1,2,3,4,5,6,...} é o con-
junto dos nuimeros naturais, e geralmente esta relacionado a contagem.

O conjunto posterior Z = {...,—3,-2,—-1,0,1,2,3,...}, é o conjunto dos
numeros inteiros, ele basicamente toma os elementos simétricos dos nimeros
naturais (ou os negativos) e os uni com os préprios naturais. Percebe-se que
N C Z, pela observacao anterior.



Mas é recorrente pensar em numeros fracionérios, que nao estao contidos no
conjunto dos inteiros (e consequentemente nao estdo nos naturais). Nos deno-
tamos por Q o conjunto dos nimeros racionais, isto é, o conjunto dos nimeros
que podem ser escritos em forma de fracao. De maneira mais precisa podemos
escrever Q = {%;p €Z,q €Z—{0};mdc(p,q) = 1}, onde o mdc(p,q) = 1 asse-
gura que nao teremos repeticoes, ja que podemos ter representacoes diferentes
para um mesmo valor, como no caso + = %.

Mas existem numeros que nao podem ser escritos em forma de fragao. E
isso ja é conhecido a bastante tempo, como por exemplo, na Grécia antiga ja
era sabido que v/2 ndo pertencia aos racionais, ou seja, nao poderia ser escrito
como £, para inteiros. Outro exemplo de nimero com essa propriedade é o T,
aquele das relagoes trigonométricas.

Desta forma, fazendo a uniao dos racionais com os irracionais, encontramos

os numeros reais R, o conjunto mais ”geral” em um primeiro estudo.

2 Funcoes e suas propriedades

2.1 Definigao de funcao

Quando falamos em conjuntos, é interessante pensar se de alguma forma
pudéssemos associar termos de algum conjunto A aos termos de um conjunto
B. Seria conveniente encontrarmos uma rela¢do que faz essa associagao entre
conjuntos.

Uma funcao f entre dois conjuntos A e B, nada mais é que uma relagao,
que toma um ponto de a € A e associa um tnico elemento b = f(a) em B. B
importante notar que f tem um sentido sempre bem definido, ou seja, ela toma
termos de A e os associa a termos de B.

Tomando os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B =1{2,3,4,5,6}, entdo a relacgao
f definida por f(1) =2, f(2) =3, f(3) =4, f(4) =5 e f(5) = 6 é um exemplo
de funcao. Porém tomando os mesmos conjuntos A e B, a relacao g definida
por f(1) =2, f(2) =3, f(38) = 4 e f(4) = 5, ndo é fungao pois ndo ”usa’
todos os termos de A, e a relagdo h definida por f(1) =2, f(2) = 3, f(3) =4,
f(4) =5, f(5) =6 ¢ f(1) =5 também nao o é, pois associa dois elementos ao
termo 1 € A.

Pontuamos que, nao podemos associar a um elemento de A mais de um
elemento de B, porém podemos associar a mais de um elemento de A um mesmo
B. Como a fungao f definida por f(1) =2, f(2) = 2, f(3) =4, f(4) =5e
f(5) = 5. Poderfamos ainda, associar a todos os elementos de A, um mesmo
elemento de B, esta é chamada a fungao constante.

O conjunto A de onde "saem” os termos é chamado de dominio da fungao
e o conjunto onde ”chegam” os tais termos é chamado de contradominio. Todo
o dominio é utilizado na relagao, mas isso nao necessariamente acontece no
contradominio, que pode ser sé parcialmente atingido pela fungao, como ocorre
nos exemplos acima.

O conjunto contido no contradominio que corresponde aos termos atingidos



pela fungdo é chamado de imagem, por exemplo tomados A = {1,2,3,4,5} e
B ={2,3,4,5,6}, entdo a relagdo f definida por f(1) =2, f(2) = 2, f(3) = 4,
f(4)=5e f(5) = 6, tem como imagem o conjunto {2,4,5,6} C A.

Quando uma funcao tem sua imagem igual ao seu contradominio, entao
dizemos que essa funcao é sobrejetiva. E analogamente, quando cada termo da
imagem é a associacao de um unico elemento do dominio, dizemos que a fungao
¢é injetiva.

Existem fungoes que podem ser tanto injetivas, quanto sobrejetivas, essas
fungbes sdo chamadas bijetivas ou bijetoras. Denotando por f : A — B a
funcdo que vai de A até B, podemos dizer que f é uma bijecao.

2.2 Exemplos de fungoes mais importantes

Nos exemplos acima foram associados termo a termo do conjunto, porém nao
é incomum (néo mesmo), termos fungdes com infinitos termos no seu dominio.
Desta forma, se torna mais conveniente definirmos uma ”férmula” para a nossa
funcao. Como por exemplo tomando os conjuntos, podemos definir f(x) = =z,
repare que o termo x pode ser considerado uma varidvel dentro do conjunto A.
Em termos de tabela, podemos escrever os termos de tal fungao assim:

cn»p@om»—t‘&
U W N =

Esta é uma das fungoes mais simples, chamada de identidade, e associa um
termo do dominio a ele mesmo no contradominio. Vé-se que a fungdo f como
foi definida é uma bijegao.

Outro exemplo de fungao muito importante, é a fungao g(x) = 22, tal fungao
deve ter mais atengdo no que tange seu contradominio, ji que tomando A =
{1,2,3,4,5}, um contradominio/imagem adequado seria B = {1,4,9, 16,25} ou
qualquer conjunto que os contenha.

Mais geralmente definimos os dominios e contradominios de tais fungoes
como os numeros Reais (R) ou intervalos. Os intervalos sdo conjuntos de
numeros infinitos, que representam partes da reta e geralmente sao represen-
tados pelas notagoes (a, b)(intervalo aberto) e [a, b](intervalo fechado), com a e
b nimeros reais quaisquer. A definicdo mais correta de intervalo é a seguinte

(a,b) ={z;z € Rea <z <b}
[a,b] ={z;z e Rea<z<Db}

Onde observamos que o intervalo aberto nao toma os ntmeros dos ”ex-
tremos”, mas toma numeros muito préoximos dos mesmos. Como exemplo,



tomando o intervalo (1,2), 1 & (1,2), porém 1.99999... € (1,2). E ja nos inter-
valos fechados, temos que os extremos também pertencem ao intervalo.
Podemos mesclar os intervalos, fazendo [a, b) e (a, b], que tomam a forma de

1. [a,b) ={z;z€eRea<z<b}
2. (@b ={r;z€eRea<z<b}

Desta forma, podemos tomar, por exemplo as fungoes f e g em intervalos,
cujas imagens nos dardo outros intervalos (este fato néo é tdo obvio quanto
parece). Por exemplo, tomando f(z) = 2 sobre o intervalo [1,2], entdo sua
imagem serd dada por [1,4].

2.3 A funcao inversa e fungao composta

Outra propriedade interessante, é a propriedade de composicao, que nada
mais é que ”colocar uma funcao dentro da outra”, porém nao é algo tao simples.
De maneira resumida, a composicao de uma funcdo f: A — B € C com outra
funcéo g : C — D, denotada por go f : AD, toma um ponto x € A, aplica f no
mesmo, o enviando para B sob a forma de f(x), e posteriormente aplicamos g
no mesmo, tendo resultado o ponto g(f(z)) em D. Um fato importante de se
notar, é que a composi¢do nao é (em geral) uma operagao comutativa, ou seja,
compor f e g no geral gera uma fungao diferente do que compor g com f (isso
se os dominios e contradominios estiverem bem definidos).

Dada uma funcao f : A — B qualquer, temos um sentido natural, os pontos
de A sao associados a um ponto de B. Mas serd que existe uma forma de desfazer
o que f faz? Conseguir uma funcao que leva os termos da imagem novamente
aos pontos de A? A resposta é sim, porém existem algumas limitagoes.

Para uma funcdo f : A — B bijetora, é sempre possivel encontrar uma
funcgao inversa denotada por f~1 : B — A, tal que f~!(f(x)) = x(a composicio
das mesmas é igual a funcgao identidade). Repare que a mesma ser bijetora é
importantissima, ja que se ela nao for sobrejetiva, terao termos do contradominio
que nao pertencerao a imagem, logo nao teremos termos associados ao mesmo
(portanto f~! ndo seria funcdo). Se f nao fosse injetiva entdo terfamos varios
termos de A que se associam a um mesmo ponto de B, logo f~! associaria a
esse ponto, multiplas imagens, o que nao pode acorrer. como por exemplo, a
funcao inversa da funcgdo f : [1,2] — [1,4] definida por f(z) = 22, é dada por
f71:[1,4] = [1,2] definida como f~1(z) = /&



