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Lista 4 - Topologia da Reta

1. Mostre que:
a) 1 é ponto interior de A = (0; 2);
b) A = f1; 2; 3g não tem pontos interiores;
c) Se A tem um número �nito de elementos, então A não tem ponto interior.

2. O Conjunto Q, dos números Racionais possui ponto interior?

3. Prove que int(A)[int (B) � int (A [B) e int (A \B) = int(A)\int(B) quaisquer que sejam A;B � R.
Se A = (0; 1] e B = [1; 2], mostre que int (A [B) 6= int (A) [ int (B).

4. Se A � R é aberto e a 2 A, então A� fag é aberto?

5. Mostre que:
a) �1 é aderente ao conjunto A = (�1; 0);
b) � é aderente ao conjunto A = (�2 ; �);
c) a e b são aderentes ao conjunto A = (a; b).

6. Qual o fecho dos seguintes conjuntos:
a) A = [0; 1);
b) A = (0; 1) [ (2; 3);
c) A = Q.

7. Para cada conjunto X � R dado abaixo, encontre: int (X) ; @X; X e diga se é aberto, fechado ou nem
aberto nem fechado.

X = Z+, X = Z+ [
�
� 1
n ; n 2 N

	
, X = Q, X = (�1; 5); X = f3; 5; 210; 1024g, X = (�2; 4] [ f7; 8g,

X = R, X = (0; 1) [ (1; 2).

8. Mostre que 3
2 não é ponto de acumulação do conjunto A = (0; 1).

9. Os pontos 1, 2 e 3 são pontos de acumulação do conjunto A = f1; 2; 3g?

10. Mostre que todo ponto de acumulação é de aderência. Dê um contra-exemplo mostrando que a recíproca
não é verdadeira.

11. Dê exemplos de conjuntos que tenham in�nitos pontos de aderência, mas não tenham nenhum ponto
de acumulação.

12. Dê explicitamente o signi�cado de cada uma das seguintes a�rmações:

(a) a 2 X não é ponto interior de X;

(b) a 2 R não é aderente a X;
(c) X � R não é um conjunto aberto;

(d) O conjunto X � R não é fechado;
(e) X 0 = ;;
(f) X � Y mas X não é denso em Y ;

(g) int
�
X
�
= ;;

(h) X \X 0 = ;;
(i) X não é compacto.

13. Dê exemplos de:
a) Conjunto limitado que não é compacto;
b) Conjunto fechado que não é compacto;
c) Conjunto que não é aberto nem fechado.



14. Prove que, para todo X � R, vale X = X [ @X. Conclua que X é fechado se, e somente se,@X � X.

15. Prove que se X � R é tal que @X = ; então X = ; ou X = R.

16. Seja A � R limitado e não-vazio. Mostre que a = inf A e b = supA são aderentes a A. Conclua que
se A é compacto então possui elemento mínimo e elemento máximo. Pode-se garantir que a = inf A e
b = supA são pontos de acumulação de A ?

17. Dada uma sequência (xn), prove que o fecho do conjunto X = fxn, n 2 Ng é X [ A, onde A é o
conjunto dos valores de aderência de (xn).

18. Se F � R é fechado e A � R é aberto então F �A é fechado? (*)

19. Mostre que se X � R é limitado superiormente então X também é. Além disso, supX = supX.
Enuncie e prove um resultado análogo para inf. (*)

20. Prove que, para todo X � R, tem-se X = X [X 0. Conclua que X é fechado se, e somente se, contém
todos os seus pontos de acumulação.

21. Prove que, para todo conjunto X � R, X 0 é um conjunto fechado.

22. Dada uma sequência decrescente X1 � X2 � � � � � Xn � � � � de conjuntos compactos não-vazios,
mostre que existe (pelo menos) um número real x que pertence a todos os Xn.

23. Dê exemplo de uma sequência decrescente de conjuntos fechados não-vazios F1 � F2 � � � � � Fn � � � �
e uma sequência decrescente de conjuntos limitados não vazios L1 � L2 � � � � � Ln � � � � tais queT
Fn = ; e

T
Ln = ;.

24. Sejam X;Y conjuntos disjuntos e não-vazios, com X compacto e Y fechado. Prove que existem x0 2 X
e y0 2 Y tais que jx0 � y0j � jx� yj para quaisquer x 2 X e y 2 Y

25. Prove que se X � R é compacto então os seguintes conjuntos também são compactos:

(a) A = fx+ y; x; y 2 Xg ;
(b) B = fxy; x; y 2 Xg ;
(c) C = fx=y; x; y 2 Xg se 0 =2 X.
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