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Lista 5

Limites

1. Mostre, pela definição, os seguintes limites:

(a) lim
x→a

x2 = a2.

(b) lim
x→a

x3 = a3.

(c) lim
x→a

x4 = a4.

2. (limites e desigualdades) Suponha a ∈ X ′ e que as funções f, g :
X → R satisfazem lim

x→a
f(x) = L e lim

x→a
g(x) = M.

(a) Mostre que se L > 0 então existe δ > 0 tal que

x ∈ X, 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > 0.

(sugestão: tome ε = L).

(b) No item anterior, podemos substituir a hipótese L > 0 por L ≥ 0
e concluir que f(x) ≥ 0?

(c) Mostre que se L > M então existe δ > 0 tal que

x ∈ X, 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > g(x).

(d) Mostre que se f(x) ≥ 0,∀x ∈ X \ {a} então L ≥ 0.

(e) Mostre que se f(x) ≥ g(x),∀x ∈ X \ {a} então L ≥M.

3. (operações com limites) Suponha que a ∈ X ′, e que as funções
f, g : X → R satisfazem lim

x→a
f(x) = L e lim

x→a
g(x) = M. Mostre que

(a) lim
x→a

[f(x) + g(x)] = L+M.

(b) lim
x→a

[f(x)− g(x)] = L+M.
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(c) lim
x→a

[f(x) · g(x)] = L ·M.

(d) lim
x→a

f(x)
g(x)

= L
M
, caso M 6= 0.

(e) lim
x→a
|f(x)| = |L|.

(f) lim
x→a

√
f(x) =

√
L, caso f(x) ≥ 0,∀x ∈ X \ {a} .

4. Encontre os seguintes limites:

(a) lim
x→1

x2−1
x+1

.

(b) lim
x→2

x3−8
x−2 .

(c) lim
x→3

x3−8
x−2 .

(d) lim
x→y

xn−yn
x−y .

(e) lim
y→x

xn−yn
x−y .

(f) lim
h→0

√
a+h−

√
a

h
.

(g) lim
x→1

1−
√
x

1−x .

(h) lim
x→0

1−
√
1−x2

x
.

(i) lim
x→0

1−
√
1−x2

x2 .

5. Nesse exerćıcio a ∈ X ′, f, g : X → R. Responda cada uma das questões
abaixo justificando sua resposta.

(a) Se não existem lim
x→a

f(x) e lim
x→a

g(x), pode existir lim
x→a

[f(x) + g(x)]?

(b) Se existem lim
x→a

f(x) e lim
x→a

[f(x) + g(x)] então existe lim
x→a

g(x)?

(c) Se existe lim
x→a

f(x) e não existe lim
x→a

g(x), pode existir lim
x→a

[f(x) +

g(x)]?

(d) Se existem lim
x→a

f(x) e lim
x→a

[f(x) · g(x)] então existe lim
x→a

g(x)?

6. (Teorema da Sandúıche) Suponha a ∈ X ′ e que as funções f, g, h :
X → R satisfazem f(x) ≤ h(x) ≤ g(x), ∀x ∈ X \ {a} . Mostre que se
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

f(x) = L então lim
x→a

h(x) = L (faça um desenho).
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7. (unicidade do limite) Mostre que o limite de uma função f num
ponto a, quando existe, é único, isto é, se a ∈ X ′, f : X → R, lim

x→a
f(x) =

L e lim
x→a

f(x) = M então L = M (sugestão: você pode fazer por absurdo

ou usando sequências ou pelo Teorema do Sandúıche).

8. Mostre que lim
x→0

senx
x

= 0.

9. Calcule os seguintes limites:

(a) lim
x→0

sen 2x
x
.

(b) lim
x→0

sen ax
bx

, supondo b 6= 0.

(c) lim
x→0

sen2 2x
x

.

(d) lim
x→0

sen2 2x
x2 .

(e) lim
h→0

sen(x+h)−senx
h

.

10. A função de Dirichlet é definida por

f(x) =

{
1, se x ∈ Q
0, se x 6∈ Q.

Mostre que, qualquer que seja o número real a, não existe lim
x→a

f(x)

(esse é um exemplo clássico de função que não possui limite em nenhum
ponto).
Pondo g(x) = xf(x), o que se pode afirmar sobre o lim

x→0
f(x)?

11. Seja

f(x) =

{
x, se x ∈ Q,
1− x, se x 6∈ Q.

Para quais valores de a existe lim
x→a

f(x)? Nos pontos onde existe tal

limite, qual é o seu valor?

12. Seja f : X → R uma função limitada, isto é, existe M > 0 tal que
|f(x)| ≤M , ∀x ∈ X. Mostre que:

(a) lim
x→0

xf(x) = 0
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(b) Se lim
x→a

g(x) = 0, então lim
x→a

f(x)g(x) = 0

13. Considere as funções definidas por

f(x) =

{
sen
(
1
x

)
, se x 6= 0,

0, se x = 0.

g(x) =

{
x sen

(
1
x

)
, se x 6= 0,

0, se x = 0.

h(x) =

{
x2 sen

(
1
x

)
, se x 6= 0,

0, se x = 0.

(a) Faça um esboço do gráfico de cada uma delas.

(b) Analise o limite de cada uma delas, quando x→ 0.

(c) Analise o limite do quociente f(0+h)−f(0)
h

quando h → 0. Faça o
mesmo para g e h.

14. Sejam f : X → R e a ∈ X ′. Mostre que se existe lim
x→a

f(x) então f é

limitada numa vizinhança de a, isto é, existem δ > 0 e K > 0 tais que

x ∈ X, 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)| ≤ K.

15. Seja f : R − {0} → R definida por f(x) = x + x
|x| . Existe lim

x→0
f(x) ?

Esboce o gráfico de f .

16. Seja f(x) = |x− 2|
(
x−1
x−2

)
. Existe o lim

x→2
f(x) ? Esboce o gráfico de f .

17. Sejam f, g : R→ R funções definidas por

f(x) =

{
x, se x ∈ Q,
0, se x 6∈ Q,

e

g(x) =

{
0, se x 6= 0,
1, se x = 0.

Mostre que lim
x→0

f(x) = 0 e lim
y→0

g(y) = 0, porém não existe lim
x→0

g (f(x)).

18. A função I : R → R, conhecida como parte inteira de x, é definida
da seguinte forma: para cada x ∈ R, considere o único inteiro n tal que
n ≤ x < n+ 1; põe-se I(x) = n. Estude o limite lim

x→a
I(x), para a ∈ R.

Esboce o gráfico de I, isto ajudará na análise.
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