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Lista 1
Nitmeros Naturais

1. Demonstre por inducao as seguintes férmulas:

(a) > (25 — 1) = n? (soma dos n primeiros fmpares).
j=1

(b) Y52 = w (soma dos n primeiros quadrados).
=1

(c) 13428+ ... 4+n®=(1+2+...4n)? (soma dos n primeiros cubos).

2. (Desigualdade de Bernoulli) Mostre que se 7 € R e r > —1 entdo
l+nr<(1+7r)", ¥YneN
(sugestao: use indugao).

3. Supondo ¢ # 1, deduza a férmula para a soma (dos n + 1 primeiros
termos da P. G. de razao q)

l+q+¢@+...+¢"

escrevendo S = 1+ ¢+ ¢*+ ... + ¢", multiplicando essa igualdade por ¢
e resolvendo as duas equacgoes para S. Depois demonstre a férmula por
inducao.

4. Deduza uma férmula para cada uma das expressoes abaixo e depois
demonstre-as por indugao:




2n+1
(¢) = 22 + 3 32 tot (n—:l)

5. Para cadan € Ne 0 < j < n defina

Use inducao para mostrar que:

(a) (§) =
() () =

)

)

(c)()EN Vn,7 € Ncom 0 < j <n.

()( )+ (j)Z("H) 1 < j < n (relagao de Stiffel).

6. (Binémio de Newton) Use indugao para mostrar que

n
n . .
@syr =3 (")aln,
Jj=0 J
sendo a e b nimeros reais quaisquer (sugestao: faga inicialmente os

casos n = 2,n = 3 e depois o caso geral usando a relacao de Stiffel).
Como fica a expressao acima quando a = b = 17

7. Mostre que se r € R e r > 0 entao

2
(1+nr)" >1—i—m“+n(n—1) , Vn e N

(sugestao: use indugdo ou Bindmio de Newton).
8. Qual o erro na seguinte demonstracao por inducao:
Teorema Todas as pessoas tém a mesma idade.

Demonstracgao: Provaremos por indugao que se X ¢ um conjunto com
n pessoas entao todos os elementos de X tém a mesma idade.

Se n = 1 entao a afirmacao é evidentemente verdadeira. Suponha que a
afirmacao seja verdadeira para todos os conjuntos com n pessoas. Con-
sideremos um conjunto com n + 1 pessoas: {p1,p2, ..., Pn, Pntr1} - Pela
hipétese de indugao, p1,ps, ..., p, tém a mesma idade e ps, ..., pn, Pt
também tém a mesma idade. Logo todos as pessoas {p1, P2, ---, Pn, Prt1
tém a mesma idade.



Conjuntos Finitos e Infinitos

. Mostre que os conjuntos abaixo sao enumeraveis, estabelecendo uma
bijecao entre cada um deles e N.

(a) {2,4,6,...}.
(b) {1,3,5,...}.
(c) Z.

. O objetivo desse exercicio é mostrar que o produto cartesiano de uma
quantidade finita de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

(a) Defina f : Nx N — N pondo f(1,n) =2n—1e f(m+1,n) =
2™(2n — 1). Mostre que f é uma bijecdo (sugestdao: para inje-
tividade use unicidade da decomposicao em fatores primos; para
sobrejetividade, dado k£ € N considere j como o maior natural
tal que k ¢é divisivel por 27; entao k = 27 - [ onde [ é um nimero
fmpar).

(b) Mostre que N x N é enumerével.

(c) Mostre que N x N x ... x N é enumerdvel.
?’LV;;@S
(d) Mostre que se Xi, Xs,...X, sdo enumerdveis entao X; x Xy X
... X X,, é enumeravel.

. Mostre que o produto cartesiano enumeravel de conjuntos enumeraveis
nao é enumeravel. Mais precisamente, mostre que se X1, Xo, ..., X,, ...
sao enumeraveis entao nao existe funcao f : N — Xy x Xox. .. x X, x. ..
que seja sobrejetora (sugestao: use o método da diagonal de Cantor).

. O objetivo desse exercicio é mostrar que a uniao enumeravel de conjun-
tos enumeraveis é enumeravel. Mais precisamente, se X1, Xo, ..., X, ...

o0
sdo enumeraveis entdo X = (J X, é enumeravel .

7=1

(a) Para cada j € N considere uma bijecdao f; : N — X;. Defina
f:NxN— X pondo f(n,j) = fj(n). Mostre que f é sobrejetora.

(b) Conclua que X é enumerével.

. Mostre que Q é enumeravel.



6. Estabelega uma bijecao entre (0, 1) e R e conclua que R é ndo-enumerével.

7. Mostre que todo intervalo nao-degenarado da reta é nao-enumeravel.

Numeros Reais - Axiomas de Corpo Ordenado

1. Prove as seguintes unicidades:
(a) (unicidade do elemento neutro da adigao) Se = +6 = z para
algum z € R entao 6 = 0.

(b) (unicidade do elemento neutro da multiplicagao) Se zu = x
para todo x € R entao u = 1.

(¢) (unicidade do inverso aditivo) Se = +y = 0 entdao y = —x.
(d) (unicidade do inverso multiplicativo) Se zy = 1 entdo y =
L.
2. Prove as afirmacgoes abaixo:

(a) (cancelamento na adigao) Se z +y = = + z entdo y = z.
(b) 0z =0, Vz € R.
(c) Sex # 0 ey #0 entao xy # 0.

3. Prove as seguintes regras de manipulacao de fragoes para a,b,c,d € R :

(a) §=9,seb#0ec#0.

(b) &4 ¢ =2adthe se h£0ed#0.
() Z=15,sea#0eb#0.

(d) §5=195.seb#0ed#0.

(e) ﬁ:a,sea#o.

(f) %:Z—f,seb%Oec#O.

4. Demonstre as identidades abaixo para x,y € R :

(a) 2 —y* = (x —y) (z+y).
(b) 2° —y* = (z —y) (2> + zy + ¢°) .
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(c) 2" —y"=(z—y) (@ +2" 2y + . Fay" Py ) n > L

5. (cancelamento na multiplicagao) Se a,b,c € R, ab=ace a # 0
entao b = c.

6. O que ha de errado com a seguinte demonstragao de que 2 = 1.
Tome z,y € R com x = y, entao:

2

Tt = xy
2 _ yz = qy— y2
(z-y)(r+y) = y(@—y)
rt+y =y
2y = .

Logo 2 = 1.

7. (Regra de sinais) Mostre que Vz,y € R vale:

(sugestao: use unicidade do inverso aditivo).

8. Mostre que as seguintes propriedades sao validas em qualquer corpo
ordenado:

a) x>yez>t=x+2>y+t.

(a)

(b) Sejam z,2’,y,y > 0.Se z < 2’ e y <y entdo xy < z'y.
()

(d) 0<a=0<1i

(e)

f)0<a<b=0<i<2

9. (férmula de Bhaskara) Mostre que dados a,b,¢c € R com a # 0
tem-se:



10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.

(a) se b? — 4ac > 0 entao

—b+ b2 -4 —b—Vb —14
ar’+br+c=0 1= + 5 acoux: 5 ac'
a a

(b) Se b* — 4ac < 0 entdo fr € R satisfazendo ax® + bx + ¢ = 0
(sugestao: complete o quadrado).

Mostre que 2zy < z2 + y?, Vz,y € R (sugestao: (z —y)? > 0).

Mostre que /zy < %(m + ), Vo,y € RT. O que significa tal desigual-
dade?

Mostre que a? + ab + b* > 0, Va,b € R.
Demonstre que (%”)2 < ’”2—;”’2, Vr,y € R.

Dados os ntmeros reais a, b, ¢, d entre 0 e 1 prove que

l1—a)(l=-b1-c)1—d)>1—a—-b—c—d.

Prove que, para x,y e z reais positivos vale

(> 4+ 1)(* + 1)(2* + 1) > Sayz.

Mostre que um inteiro p é par se, e somente se, p? é par.
Mostre que um inteiro p é impar se, e somente se, p? é impar.
Mostre que V2 é irracional.

Faca o que se pede.

(a)

(b)

(c) Mostre que se z,y € Q entao xy € Q.
(d)

Mostre que se x,y € Q entao z +y € Q.
Mostre que se a € Q e a # 0 entao 1/a € Q.

Se x e y sao irracionais, pode-se garantir que zy e r + y sao
irracionais? Justifique.

(e) Mostre que se a é racional diferente de zero e x é irracional entao
ax e a + x sao irracionais.



20.

21.
22.

23.

24.
25.

26.

Sejam a e b dois nimeros racionais com a < b.

(a) Mostre que “t2 também ¢é racional.

(b) Mostre que a < %2 < b.

(c¢) Conclua que entre dois racionais quaisquer existem infinitos racionais.

Mostre que entre dois reais x e y sempre existe um outro real.
Sejam a, b, ¢ e d nimeros racionais. Prove que

a+bV2=c+dV2ea=ceb=d.

Demonstre que para todo z,y € R vale:

(a) % = é, desde que y # 0.
(b) %' = %’, desde que y # 0.

Sejam a,z,d € R com § > 0. Mostre que |[z—a| < § & a—0 <z < a+d.

Resolva as equagoes e inequagoes abaixo utilizando apenas a nogao
geométrica de modulo. Depois confira os resultados resolvendo analiti-
camente.

(a) |z —3|=8.

(b) |z —3| <8.

(c) lz+4>1

(d) |z —1| < |z —5].

e) lt—1|+|z—2| > 1
)

(
(f

Dados dois nimeros x,y € R definimos max{z, y} como o maior dentre
os nimeros x e y. Mais precisamente

e =1 +jz+1] <1

T, sex >,
Y, se x <y.

max{z, y} = {

A definigao de min{x,y} é andloga. Mostre que para todo x,y € R
tem-se:



(a) max{z,y} = %'I_y‘

(b) min{x,y} = ery—TM—yl
Numeros Reais - Axioma do Supremo
. Considere o subconjunto A = {z € Q;a < x < b} de R. Mostre que:

(a) A nao tem elemento maximo.

(b) A nao tem elemento minimo.
(c) infA=aesupA=nh.
. Encontre o infimo e o supremo, em Q, do conjunto A = {2%” n e N}.

. Mostre que se A = (a,b) entdo A nao tem elemento maximo nem
elemento minimo. Mostre também que inf A = a e sup A = b.

. Dé exemplos de:

(a) um conjunto que nao possui elemento maximo, mas possui supremo,
(b) um conjunto nao limitado que possui supremo,

(¢) um conjunto nao limitado, que nao tem elemento minimo mas tem
infimo.

. Mostre que se um subconjunto de R tem elemento méaximo (minimo)
entdo esse elemento ¢ o supremo (infimo).

. Mostre que o supremo (e o infimo) de um conjunto, quando existe, é
Unico.

. Dado um conjunto A de nimeros reais defina
—A={-a;a € A}.

Mostre que se A é limitado inferiormente (superiormente) e nao-vazio
entdo —A ¢é limitado superiormente (inferiormente) e nao-vazio. Con-
clua que todo subconjunto de nimeros reais limitado inferiormente e
nao-vazio tem infimo.

. Se A e um subconjunto limitado e nao-vazio de ntiimeros reais entao

sup(—A) = —inf A e inf(—A) = —sup A.



9. Sejam A e B subconjuntos de R com A C B e A # (.

(a) Prove que se B ¢ limitado inferiormente entdo A é limitado infe-
riormente e inf A > inf B.

(b) Prove que se B é limitado superiormente entdo A é limitado su-
periormente e sup A < sup B.

(c) Dé exemplo de dois conjuntos A C B com A # B, satisfazendo
inf A =inf B e sup A = sup B.

10. Seja A C R limitado superiormente e nao-vazio. Mostre que ¢ = sup A

11.

12.

se, e somente se, valem ambas as condicoes: (i) ¢ é cota superior de A
e (ii) Ve >0,Ja € Atal quec—e <a <c.

Dados dois conjuntos A e B de nimeros reais defina
A+B={a+b;acAebe B}.
Prove que:

(a) se A e B sao limitados superiormente e nao-vazios entdao A + B é
limitado superiormente e nao-vazio. Além disso

sup(A + B) = sup A + sup B.

(b) Se A e B sao limitados inferiormente e ndo-vazios entao A + B é
limitado inferiormente e nao-vazio. Além disso

inf(A + B) = inf A + inf B.

Considere X C R com X # (. Uma funcao f : X — R chama-se
limitada superiormente quando sua imagem f(X) é um conjunto
limitado superiormente. Neste caso, define-se o supremo de f, e

escreve-se sup f ou sup f, como o supremo do conjunto f(X). As
zeX
defini¢oes de funcao limitada inferiormente, funcao limitada e inf f sao

andlogas. Demonstre as seguintes afirmacoes a respeito das funcoes
f,g: X —-R:

(a) (f+9)(X)C f(X)+g(X). Dé um exemplo em que nao ocorre a
igualdade.



(b) Se f e g sao limitadas superiormente (inferiormente) entao f+g :
X — R ¢ limitada superiormente (inferiormente).

(c) Mostre que se f e g sdo limitadas superiormente entao sup(f+g) <
sup f +supg.

(d) Mostre que se f e g sdo limitadas inferiormente entao inf(f +g) >
inf f +inf g.

(e) Dé exemplos mostrando que se pode ter sup(f+g) < sup f+supg
e inf(f 4+ g) > inf f +inf g.

(f) Mostre que a vale a igualdade nos itens (¢) e (d) quando uma das
funcgoes, f ou g, é constante.

13. Considere f,g: X — R definidas em X C R, com X # 0.

(a) Mostre que se f e g sdo nao-negativas e limitadas superiormente
entao fg : X — R élimitada superiormente e sup(fg) < sup fsupg.

(b) Dé exemplos mostrando que pode ocorrer sup(fg) < sup fsupg.

(c¢) Enuncie e demonstre resultado andlogo ao ftem (a) para infimo.
14. Considere dois conjuntos nao-vazios A, B C R tais que para todo a € A

e todo b € B tem-se a < b. Mostre que
(a) A é limitado superiormente e B é limitado inferiormente.
(b) sup A < inf B.

(c) sup A = inf B se, e somente se, para cada € > 0 existem a € A e
b€ B tais que b —a < e.
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