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12 Lista de Exercicios de Andlise na Reta

. Mostre que um inteiro p é par se, e somente se, p? é par.

Mostre que se um inteiro p é impar, entdo p? é fmpar.
Mostre que a equacdo 22 = 2 nio possui solucdo em Q.

Usando indugao, prove que:
. _ n(n+1),
(i) 142+ .. +n="5""

(ii)) 1+3+5+ ..+ (2n—1) =n?

Prove, por indugao, que

—+oo
/ e *x"dxr =n!
0

Mostre que as seguintes propriedades sao validas em qualquer corpo ordenado:

a)x € Pse,esése, x>0
byz>yey>z=a>z2
c)x>yez>t=c+z>y+t
d)z>yez>0=xzz>yz
)x>yezqualquer:x+z>y+z
f) Se F # {0}, entao 0 < 1
g)0<a=0<1
h)0<a<b=0<i<?i

@)

Mostre que
(z +v), vV x,y Rt

| =

VTy <
O que significa tal desigualdade?

Mostre que
a?+ab+ b2 >0, vV a,beR.

Prove a desigualdade de Bernoulli: "se r € R e r > —1, entao
1+nr<(1+r)" VneN.
dica: prove por indugao.
Prove a desigualdade: "se r € R, > 0, entao
2

1+m"> 1—|—m"+n(n—1)%, Vn € N”.

Sejam a e b dois numeros Racionais com a < b.

a) Mostre que “£® também ¢ Racional.

b) Mostre que a < % < b.

¢) Conclua que entre dois racionais quaisquer existem infinitos racionais.

Mostre que entre dois reais « e y sempre existe um outro real.

Dados a, b, ¢ e d ntimeros reais entre 0 e 1, prove que

1-a)(1-b1—-c)(1—-d)>1—a—b—c—d.
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Prove que, para z, y e z positivos,
2 2 2
(x* +1)(y* + 1)(2° + 1) > 8xyz.
Sejam a racional diferente de zero, e x irracional. Prove que ax e a + x s@o irracionais. Se x e y sao
irracionais, pode-se garantir que x.y e x + y sao irracionais?
Sejam a, b, c e d nimeros racionais. Prove que

a+b/2=c+dV2sa=ce b=d.

Seja A= {x € Q;a <z < b}. Mostre que:
i) A ndo tem elemento maximo

ii) A nao tem elemento minimo

iii) inf A=a esupA =b.

Encontre o Infimo e o Supremo, em Q, do conjunto A = {2%, n € N}.

Mostre que se A = (a,b) entdo A nio tem elemento maximo nem elemento minimo. Mostre também
que inf A =a e supA = 0.

Dé exemplos de:

a) Conjunto que nao possui elemento méximo, mas possui supremo.

b) Conjunto nao limitado que possui supremo.

¢) Conjunto nao limitado, que ndo tem elemento minimo mas tem fnfimo.

Mostre que se um conjunto tem elemento maximo ( minimo) entao esse elemento é o supremo (infimo).
Mostre que o Supremo (e o Infimo) de um conjunto, quando existe, é unico.

Sejam A e B conjuntos numéricos limitados. Prove que se A C B entao

inf A>inf B e sup A < sup B.

Dados dois conjuntos numéricos limitados A e B, defina
A+B={a+b/ a€ A, beB}.

Prove que
sup(A+ B) =sup A + sup B e inf(A+ B) = inf A + inf B.

Seja A um conjunto numérico limitado e —A = {—a/ a € A}. Mostre que

sup(—A) = —inf A e inf(—A) = —sup A.

Seja X C R. Uma funcdo f : X — R chama-se limitada quando sua imagem f(X) é um conjunto

limitado. Neste caso, define-se o sup f (ou sup f), como o supremo do conjunto f(X).
reX
a) Prove que a soma de duas fungoes limitadas f, g : X — R é uma fungao limitada;

b) Mostre que (f +6)(X) C f(X) + g(X);
¢) Conclua que sup(f + g) <sup f +supg e inf(f + g) > inf f + inf g;
d) Dé exemplos mostrando que se pode ter sup(f + ¢g) < sup f +supg e inf(f + ¢g) > inf f +inf g.

Usando valor absoluto, escreva expressoes para os seguinte conjuntos:
a) o conjunto dos pontos cuja distdncia a 2 é menor ou igual a 4;

b) o conjunto dos pontos cuja distancia a -3 é menor do que 5;

¢) o conjunto dos pontos cuja distancia a 6 é maior do que 3.
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Descreva, através de intervalos, o conjunto

{zeR; |z—2|<]|z—6|}

Prove, por indugao, que
lay + ag + ... + an| < |a1] + |az| + ... + |an]|,

quaisquer que sejam 0s reais @i, as, ..., dy.

Mostre que se a < = < b, entdo |z| < |a| + |b|.

Verifique que f : R — (—1,1), definida por f(z) = ﬁ, é uma bijecao de R sobre o intervalo (—1,1).
Considere os conjuntos

x? — |z :
A= xER;ﬁSO e B={ze[-1,1];arcsinz > 0} .

Caracterize, através de intervalos, os conjuntos A e B e determine, se existirem, inf A, max A, sup A( B,
min A( B e max B\(R — Q).



