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7a Lista de Exerćıcios de Análise na Reta

1. Dê exemplo de função f : R→ R cont́ınua em x = 2 que não é derivável em x = 2.

2. A função f(x) =
{

xsen
(

1
x

)
, x 6= 0

0 , x = 0 é cont́ınua em x = 0 ? é derivável em x = 0 ?

3. A função f(x) =
{

x2sen
(

1
x

)
, x 6= 0

0 , x = 0 é cont́ınua em x = 0 ? é derivável em x = 0 ?

4. Encontre f ′, se f(x) =
{

x3, x < 0
x2, x ≥ 0 .

5. Mostre que se f é derivável no ponto c então f é cont́ınua nesse ponto. Dê um contra-exemplo
mostrando que a rećıproca deste resultado não é verdadeira.

6. sejam f, g, h : X → R tais que f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) para todo x ∈ X. Se f e h são deriváveis no ponto
a ∈ X∩X ′, com f(a) = h(a) e f ′(a) = h′(a) prove que g é derivável nesse ponto e g′(a) = f ′(a) = h′(a).

7. Seja f : X → R uma função derivável no ponto a ∈ X ∩ X ′
+ ∩ X ′

−. Se xn < a < yn para todo n e
limxn = lim yn = a, prove que

lim
n→∞

f(yn)− f(xn)
yn − xn

= f ′(a).

Interprete geometricamente este fato.

8. Seja f : X → R derivável num ponto interior a ∈ X. Prove que

lim
h→0

f(a + h)− f(a− h)
2h

= f ′(a).

Dê um exemplo em que este limite existe porém f não é derivável no ponto a.

9. Mostre que se f é uma função par e derivável, então f ′ é ı́mpar.

10. Mostre que se f é uma função ı́mpar e derivável, então f ′ é par.

11. Seja f : R → R uma função derivável, tal que f(tx) = tf(x) para quaisquer t, x ∈ R. Prove que
f(x) = f ′(0) · x, qualquer que seja x ∈ R. Mais geralmente, se f : R → R é k vezes derivável e
f(tx) = tkf(x) para quaisquer t, x ∈ R, prove que f(x) = f(k)(0)

k! · xk, para todo x ∈ R.

12. Seja f : [a, b] → R cont́ınua em [a, b] e derivável em (a, b). Considere a função

g(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a).

a) Calcule g(a) e g(b);
b) Dê um esboço do gráfico da g. (note que g é uma função linear);
c) Geometricamente, qual a relação entre g e f?
d) Interprete a função ϕ(x) = f(x)− g(x);
e) Mostre que existe c ∈ (a, b) tal que ϕ′(c) = 0.

13. Seja f : [−1, 1] → R uma função satisfazendo

|f(x)| ≤ x2(1− x2), ∀x ∈ [−1, 1].

a) Mostre que f é derivável em x = 0 e calcule f ′(0);
b) Suponha, adicionalmente, que f é cont́ınua e três vezes derivável em (−1, 1). Mostre que existe
c ∈ (−1, 1) tal que f ′′′(c) = 0.



14. Seja f : R → R uma função derivável, com f ′ cont́ınua, e satisfazendo f(x) ≥ x2, para todo x ∈ R.
Mostre que para todo d ∈ R existe c ∈ R tal que f ′(c) = d.

15. Dada f derivável no intervalo I, Sejam X = {f ′(x); x ∈ I} e Y =
{

f(y)−f(x)
y−x ;x 6= y ∈ I

}
. O Teorema

do Valor Médio assegura que Y ⊂ X ( por quê ? ). Dê um exemplo em que Y 6= X. Prove que Y = X
e conclua que sup X = sup Y e inf X = inf Y .

16. Mostre que se f : I → R é uma função cont́ınua no intervalo I e f ′(x) = 0, ∀x ∈ int(I), então f é
constante.

17. Mostre que sen2x + cos2x = 1, ∀x ∈ R.

18. Seja f : (a, b) → R uma função derivável. Mostre que:
a) f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (a, b) ⇒ f não-decrescente em (a, b);
b) f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (a, b) ⇒ f não-crescente em (a, b);
c) f ′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b) ⇒ f crescente em (a, b);
b) f ′(x) < 0, ∀x ∈ (a, b) ⇒ f decrescente em (a, b);

19. Suponha que f é uma função com derivada crescente ( ou decrescente) em todo um intervalo I. Prove
que qualquer tangente ao gráfico de f só toca esse gráfico no ponto de tangência.

20. Demonstre o Teorema do Valor Médio Generalizado ( de cauchy): Sejam f e g funções cont́ınuas em
[a, b] e deriváveis em (a, b), com g′(x) 6= 0 e g(b) 6= g(a). Então existe c ∈ (a, b) tal que

f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

.

21. Construa uma função f : R→ R derivável, que seja crescente em (−∞,−1)∪ (2, +∞), decrescente em
(−1, 2) e que seu gráfico corte o eixo y no ponto 3.

22. Se f : I → R satisfaz |f(y)− f(x)| ≤ c|y − x|α com α > 1, c ∈ R e x, y ∈ I arbitrários, prove que f é
constante.

23. Prove que se f é cont́ınua no intervalo [a, b], com derivada limitada em (a, b) então f é Lipschitziana
e, portanto, uniformemente cont́ınua.
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