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7% Lista de Exercicios de Anélise na Reta

. Dé exemplo de funcdo f : R — R continua em x = 2 que nao é derivavel em x = 2.

1
A funcio f(z) = { xsgn (1’)3’6 _xo# 0 é continua em z =0 7 é derivivel em x =0 ?

A fungdo f(z) = { xQSen (3), «#0

é continua em x =0 7 é derivavel em x =0 ?

, =0
3
, _J oz, <0
Encontre f’, se f(x)—{ 2 >0

Mostre que se f é derivavel no ponto ¢ entdo f é continua nesse ponto. Dé um contra-exemplo
mostrando que a reciproca deste resultado nao é verdadeira.

sejam f,g,h : X — R tais que f(x) < g(z) < h(z) para todo x € X. Se f e h sdo derivdveis no ponto
a € XNX', com f(a) = h(a) e f'(a) = h'(a) prove que g é derivavel nesse ponto e ¢’'(a) = f'(a) = I/ (a).

Seja f : X — R uma funcao derivével no ponto a € X N X, N X’ . Se z,, < a < y, para todo n e
lim z,, = limy, = a, prove que
lim flyn) — f(z0)

n—oo Yn — T - f/(a).

Interprete geometricamente este fato.

Seja f: X — R derivavel num ponto interior a € X. Prove que

. flath)—fla—h)
fimy 2h = fla).

Dé um exemplo em que este limite existe porém f nao é derivavel no ponto a.

Mostre que se f é uma funcao par e derivavel, entao f’ é impar.

Mostre que se f é uma fungao {mpar e derivdvel, entao f’ é par.

Seja f : R — R uma fungao derivdvel, tal que f(tx) = tf(x) para quaisquer ¢,z € R. Prove que

f(@) = f'(0) - z, qualquer que seja x € R. Mais geralmente, se f : R — R é k vezes derivdvel e

(k)
f(tx) = t* f(x) para quaisquer ¢,z € R, prove que f(x) = % - a2, para todo x € R.

Seja f : [a,b] — R continua em [a, b] e derivavel em (a,b). Considere a funcdo

f(0) = f(a)

g(x) == —

(z —a) + f(a).
a) Calcule g(a) e g(b);

b) Dé um esbogo do grifico da g. (note que g é uma fungao linear);
¢) Geometricamente, qual a relagéo entre g e f7

d) Interprete a funcao ¢(x) = f(z) — g(x);

e) Mostre que existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0.

Seja f : [—1,1] — R uma fungao satisfazendo
If(x)| < 2*(1 —2?), Ve [-1,1].

a) Mostre que f é derivéavel em xz = 0 e calcule f(0);
b) Suponha, adicionalmente, que f é continua e trés vezes derivivel em (—1,1). Mostre que existe
c € (=1,1) tal que f"'(c) = 0.
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Seja f : R — R uma funcdo derivavel, com f’ continua, e satisfazendo f(x) > 22, para todo = € R.
Mostre que para todo d € R existe ¢ € R tal que f'(¢) = d.

Dada f derivavel no intervalo I, Sejam X = {f'(z);z € I} eY = {%,x *y€ I}. O Teorema

do Valor Médio assegura que Y C X ( por qué ?). Dé um exemplo em que Y # X. Prove que Y = X
e conclua que sup X =supY einf X =infY.

Mostre que se f : I — R é uma fungdo continua no intervalo I e f/'(z) = 0, Vz € int(I), entdo f é
constante.

Mostre que sen?x + cos?r =1, Vx € R.

Seja f : (a,b) — R uma funcdo derivivel. Mostre que:
"(z) > 0, Vx € (a,b) = f nao-decrescente em (a,b);
) <0, Vz € (a,b) = f ndo-crescente em (a, b);

"(z) > 0, Va € (a,b) = f crescente em (a,b);
b) f'(z) <0, V& € (a,b) = f decrescente em (a,b);

Suponha que f é uma fungao com derivada crescente ( ou decrescente) em todo um intervalo I. Prove
que qualquer tangente ao grafico de f s6 toca esse grafico no ponto de tangéncia.

Demonstre o Teorema do Valor Médio Generalizado ( de cauchy): Sejam f e g fungdes continuas em
[a,b] e derivdveis em (a,b), com ¢'(x) # 0 e g(b) # g(a). Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

Construa uma funcao f : R — R derivavel, que seja crescente em (—oo, —1) U (2, +00), decrescente em
(—1,2) e que seu grafico corte o eixo y no ponto 3.

Se f: I — R satisfaz |f(y) — f(z)] < cly — z|* com o > 1, ¢c € R e x,y € I arbitrarios, prove que f é
constante.

Prove que se f é continua no intervalo [a,b], com derivada limitada em (a,b) entdo f é Lipschitziana
e, portanto, uniformemente continua.



