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Espelho da Prova de Algebra Linear
1. (1,5) Considere o sistema linear

3r + oy + 122 = -3,
T +y+4z = -6,
2x +az = b,

onde a e b sdao constantes reais. Determine os valores de a e b, se possivel, para que o
sistema seja:
(a) Possivel e determinado.
(b) Possivel e indeterminado.
(¢) Impossivel.
Considerando o sistema na forma Ax = b e, para
Po: posto da matriz ampliada;

Pe: posto da matriz dos coeficientes;
n: nimero de variaveis do sistema.

a) (até 0,5) Determinar os valores de a e b para os quais determinante da matriz A é
diferente de zero ou paro os quais p, = p.=pen—p=>0

b) (até 0,5) Determinar os valores de a e b para os quais p, = p. =p e n > p.

c) (até 0,5) Determinar os valores de a e b para os quais p, # p..

2. (2,0)

(a) O subconjunto S do espago vetorial P»(R) definido por:

S = {p(x) € Po(R)/ / la)ds +(0) = 0)

forma um subespaco vetorial? P,(R) é o espago dos polinémios de grau menor ou
igual a dois (2). Justifique sua resposta.

(b) Em caso afirmativo, encontre uma base e a dimensao de S.

(até 0,75) Mostrar que S é fechado para a soma,

(até 0,5) Mostrar que S é fechado para a multiplicacao por escalar;



(até 0,5) Encontrar os polinomios geradores de S, justificar que sao linearmente
independentes e exibir a base de S;

(até 0,25) Determinar a dimensao de S, justificando o valor encontrado.

3. (1,5) Seja T : R* — R* um operador linear que possui exatamente dois autovalores

)\1:

—1lel= % cujos autoespagos correspondentes sejam Vy, = {(a,b,a,0) : a,b € R}

e Vi, ={(0,a,b,a) : a,b € R}.

(a)
(b)

()

Qual o conjunto solucao do sistema T'(x,y, z,t) = (1,1,1,1) ?

Mostre que T é uma bijecao e encontre a representacao matricial de 7-! na base
canodnica do R*.

Encontre os autovalores e respectivos autovetores de 7!, verificando se T-! ¢ dia-
gonalizavel.

(até 0,5) Calcular as dimensoes dos auto espagos, apresentando bases para estes

e, perceber que
dimVy, + dimVy, = dimR*,

Usar isso para resolver o sistema 7'(X) = (1,1,1,1).

(até 0,25) Usando o teorema do nicleo e imagem e o fato de kerT =V, = 0, é
imediato do fato de 0 nao ser autovalor de T e, disto concluir que T é injetora e
também sobrejetora.

(até 0,25) Justificar que os autovalores de T~! sao do tipo p = % para A # 0 e
que seus auto espacos Vi, = Vi. Concluir disso que 77!, é diagonalizdvel e assim
apresentar a representagao matricial diagonal [T!]%, para « base de autovalores de
T
(até 0,5) Usar

[T — (1], [T,

can can «

onde can é a base canonica do R*. Com isso achar a representacao matricial de 7!
na base canonica.

Espelho da Prova de Analise

1. (1,5) Calcule a soma da série

flﬂ ((n Z(i;l(;z 1)) '

n=1



(até 1,0) Para cada N € N temos

M=

i:: <n++;rnl)l)> é:: (In(2n+1) —=In(2n — 1)) + >_ (In(n) — In(n + 1))

1

=In(2N +1) —In(N +1).

Entao (série telescopica)
(até 0,5)
N
n(2n+1) 2N +1
=1 N e N.
2 < n—l)) D(N+1)’ <

(2n+1) _ N+1
Z In ((n+1)(2n 1)) = Nl_lffoo In (2 N1 )-

Fazer N — +o00

Pela continuidade do logaritmo

(2n+1) . 2N41
Z In ((n+1)(2n 1)) =In <N1££oo NJ—:l )

= 1n2.

2. (2,0) Denote por R™ o conjunto dos nimeros reais > 0. Defina uma fungao f: RT — R
por

fx) =

{x se x irracional

psen <%> se r = § com mdc(p,q) =1 (p, ¢ € N).

Em quais pontos f é continua? Justifique.

(até 0,5) Observar que para uma sequéncia (%) de nimeros racionais diferentes
n
de x mas tendendo a z, vale g, — o0.

(até 0,5) Na situagao acima, argumentar que lim,, p, sen(1/g,) — x, por exemplo

recordando que lim;_ Serf( 5 =1L

(até 0,5) Concluir corretamente que f é continua nos irracionais positivos e em 0.

( até 0,5) Concluir corretamente que f é descontinua nos racionais positivos.

3. (1,5) Mostre que a equagao
22
- + xsen(z) + cos(x) —2 =0,z € R,

tem exatamente duas solugoes reais.



(até 1,0) Definir f(z) = % + xsen(z) + cos(z) —2 = 0,z € R. f é uma fungdo par e
f(0) # 0, entdo basta mostrar que existe exatamente uma soluc¢do de f(z) = 0 quando
z € (0,+00).

Como f(0) < 0e ( ) > 0, do Teorema do Valor Intermediario segue que existe uma
solugao de f(z) = 0 no interavalo (0, ).

(até 0,5) Para mostrar que nao existem outras solugoes em (0, +00): calcular a derivada
de f, para provar que f’(x) > 0, para todo x € (0, +00) e entao podemos concluir que f
é crescente em (0, 400).

Espelho da Prova de Probabilidade

1. (2,0) Sejam A e B dois eventos de um mesmo espago amostral {2 de um experimento

aleatério, em que:
2 1 3
P(A)=-, P(B)=-, P(B|A)=-.
Calcule a probabilidade de A complementar condicionada a ocorréncia de B complemen-
tar, isto é, P(A|B).

(até 0,5) Escrever corretamente a defini¢ao de probabilidade condicional: P(A|B) =
P(An B)/P(B).

(até 0,5) Usar as Leis de De Morgan para concluir que P(A|B) = [1 — P(A U
B)]/P(B).

(até 0,5 ) Utilizar corretamente as propriedades da fungao de probabilidade para

concluir que P(A|B) = [1 — P(A) — P(B) + P(AN B)]/P(B).

(até 0,5 ) Realizar os calculos corretos para concluir que P(A|B) = 4/5.

2. (2,0) Considere a seguinte funcao:

xy+k, se0<r<lel0<y<I,
flz,y) = .
0, caso contrario.

Determine o valor da constante k para que f(x,y) seja uma funcdo de densidade conjunta
de um vetor aleatério (X,Y") e calcule o valor esperado de X.

(até 0,5 ) Escrever corretamente as condigdes necessarias para que f(z,y) seja
uma funcio de densidade conjunta: (i) f(z,y) > 0 e (ii fo fo z,y)dzdy = 1.

(até 0,5 ) Calcular corretamente a integral acima, resolver a equacdo e concluir
que k = 3/4.

(até 0,5) Definir corretamente o valor esperado de X para o vetor aleatério (X,Y):
11
E(X) = [y Jo zf(z,y)dxdy.



(até 0,5) Calcular corretamente a integral acima para concluir que E(X) = 13/24.

3. (1,0) Seja © um conjunto de quatro pontos, com os eventos A, B e C assim definidos:
A =A{wi,we}, B = {wy, w3}, C = {ws,wy}. Seja P(w;) = 1/4, ¥V w; com i € {1,2,3,4}.
Mostre que os eventos A, B e C sao independentes dois a dois, mas nao sao conjuntamente
independentes.

(até 0,3) Escrever o critério de independéncia para dois eventos aleatdrios. Sejam
eles Ae B: P(ANB) = P(A)P(B).

(até 0,3) Escrever o critério de independéncia conjunta para trés eventos aleatérios,
A, BeC: PIANBNC)=P(A)P(B)P(C).

(até 0,4) Realizar corretamente os calculos para concluir que os eventos sao inde-
pendentes dois a dois dado que P(A)P(B) = P(AN B) = 1/4 (similarmente para
A, C e B, ('), mas nao conjuntamente independentes, dado que P(AN BN C) =
1/4# P(A)P(B)P(C) =1/8.



