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Espelho da Prova de Algebra Linear

1. Considere o sistema linear homogéneo Ax = 0, onde A é a matriz
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e o conjunto

(a)

S1 ={(z,y,z,w) €RY; x —y+2=0}.

(0,3) Mostre que S; é um subespaco vetorial de R*. Determine uma base e a dimensio de

St.

(0,4) Resolva o sistema homogéneo Ax = 0. O conjunto solucao do sistema é um subespago
vetorial de R4? Em caso afirmativo, determine uma base e a dimensio do conjunto solucio.
(0,5) Seja Sy = {x € R* Ax = 0}. O conjunto S; N Sy é um subespaco vetorial de R*?
Em caso afirmativo, determine uma base e a sua dimensao.

(0,3) Verifique se o vetor b = (1, 3,5) pertence ao espago gerado pelas colunas de A. Em
caso afirmativo, determine todas as solucoes do sistema Ax = b.

(0,3) Verifique o teorema da dimensao para a matriz A, ou seja, verifique que posto(A) +
nulidade(A) = ntmero de colunas de A.

2. Seja T : R? — R3 uma transformacao linear cuja representacdo matricial na base
ﬁ = {(15 ]-a 0)7 (]-a *1’0)5 (07 07 71)} ¢ dada por

(a)

1
0
0
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(0,4) Encontrar as matrizes de mudanca de base de 8 para a canoénica e vice-versa ou
calcular diretamente as coordenadas de T'(e;) em combinagao linear dos vetores T'(v;)
utilizando-se das colunas da base A.

(0,4) Calcular os autovalores e suas multiplicidades utilizando-se da matriz A, percebendo
que ndo hé necessidade de usar a representacdo canénica. Encontrar os autovetores no R3
e nao suas coordenadas na base f3.

(0,3) Calcular o determinante de A utilizando os autovalores, verificando assim que A é
invertivel. Concluir com isso que 7" é invertivel, pois seu nicleo necessariamente é {(0,0,0)}
o que corresponde a ser injetora. Portanto, pelo teorema do nicleo e imagem, 7' é também
sobrejetora.



(d)

(0,5) Encontrar a representacao matricial de 77! na base 3, usando um método adequado
para inversao de matrizes, invertendo a matriz A, ou de forma mais tradicional usando a
base da imagem (= R3) : {T'(vy), T(v2), T(v3)}.

3. Justifique detalhadamente a veracidade ou dé um contraexemplo para cada afirmacao abaixo.

(a)

(b)
(c)

(d)

(0,4) O subespago do espago vetorial real das matrizes de ordem 2, gerado pelos vetores

a b a —b a b a—bt , . di 50 3
b al’ls ol 1o a e b —a em no maximo dimensao 3.

(0,4) Sistemas lineares possiveis com 5 incdgnitas reais que possuem 6 equagdes sempre
sao indeterminados.

(0,4) Sejam T : R3 — R? um operador linear e o = {v1,v2,v3} uma base do espaco
vetorial do espaco vetorial R3. T' é diagonalizdvel se, e somente se, para cada i, existe um
Unico j e certo A; real tal que

T(’Ul) = )\'i'Uj-

(0,4) Sejam n > 3 e T : R* — R""! uma transformacdo linear. Se ker T' é isomorfo a um
subespaco préprio do R3, entdo a dimensdo da imagem de 7' é no maximo n — 2.

Espelho da Questao 1

(a)

()

até (0,15) Mostrar que: 0 € S, S; é fechado em relagdo a soma, S é fechado em
relacao a multiplicacao por escalar.

(até 0,15) Apresentar uma base e a dimensao de 5.

(até 0,15) Resolver o sistema homogéneo corretamente.

(até 0,15) Mostrar (mesmas condigoes do item (a)) que a solucao do sistema ho-
mogéneo, N(T), é um subespaco vetorial de R?.

(até 0,1) Apresentar uma base e a dimensao do subespaco.

(até 0,2) Obter S; N Ss.

(até 0,2) Mostrar (mesmas condigoes do item (a)) que S1 NSy obtida no item anterior
é um subespaco vetorial de R?.

(até 0,1) Apresentar uma base e a dimensao do subespaco.

(até 0,15) Verificar que o vetor b = (1,3, 5) é combinacao linear das colunas da matriz
A, ou mostrar que o sistema linear tem solugao, justificando porque este resultado
implica que b = (1, 3,5) € C(A).

(até 0,15) Determinar todas as solugoes do sistema nao homogéneo.

(até 0,3) Verificar o teorema da dimensao, justificando o que é posto e nulidade de
uma matriz.

Espelho da Questao 2

(a)

(até 0,4) Encontrar as matrizes de mudanca de base de 3 para a candnica e vice-versa
ou calcular diretamente as coordenadas de T'(e;) em combinagao linear dos vetores
T'(v;) utilizando-se das colunas da base A.



(até 0,4) Calcular os autovalores e suas multiplicidades utilizando-se da matriz A,
percebendo que nao ha necessidade de usar a representacao canonica. Encontrar os
autovetores no R3 e nao suas coordenadas na base 3.

(até 0,3) Calcular o determinante de A utilizando os autovalores, verificando assim
que A é invertivel. Concluir com isso que T é invertivel, pois seu nicleo necessaria-
mente é {(0,0,0)} o que corresponde a ser injetora. Portanto, pelo teorema do nicleo
e imagem, T é também sobrejetora.

(até 0,5) Encontrar a representacio matricial de 7-! na base 3, usando um método
adequado para inversao de matrizes, invertendo a matriz A, ou de forma mais tradi-
cional usando a base da imagem (= R3) : {T(v1), T(v2), T(v3)}.

Espelho da Questao 3

(a)

(até 0,4) Apresentar todos os célculos que mostram que este conjunto de vetores é

. , N —b
LD. Retirar um dos vetores que é combinagao linear dos outros (por exemplo [Z —a]

) e finalmente, mostrar que o restante dos vetores formam um conjunto possivelmente
LI conforme as escolhas de a e b: a < 0 e b # 0 ¢é condigao necesséria e suficiente
para que a dimensao do subespago gerado seja 3, percebendo, portanto, que a = 0 ou
b = 0, podera fazer a dimensao do subespaco gerado cair.

(até 0,4) Observar que a afirmagao é falsa, pois o que faz um sistema ser determinado
ou indeterminado é o nimero de linhas nao nulas apés o escalonamento (o posto da
matriz do sistema). Sistemas lineares possiveis com 5 incégnitas reais e 6 equagoes
sempre sao indeterminados.

(até 0,4) Perceber que a condigao é suficiente, mas nao necessdria, apresentando um
contraexemplo completo, com suas bases, suas representacoes, provando que, de fato, o
operador é diagonalizavel, sem necessariamente satisfazer as condigoes impostas pelas
bases.

(até 0,4) Verificar as possiveis dimensoes para o nucleo e, usando o Teorema do nicleo
e da imagem, concluir quais dimensoes a imagem de T pode alcancar. Feito isso,

montar um contraexemplo completo, com todos os detalhes que mostram claramente
que a dimensao pode ser maior que n — 2.



Espelho da Prova de Andlise/Calculo

1. (2,0) Seja a sequéncia (a,) definida por a; = 1 e pela recorréncia

1
any1 =14+ — paran > 1.
an

(a) (1,0) Mostre que as subsequéncias de termos impares (az,—1) e de termos pares (az,) sao
ambas monétonas (uma crescente e outra decrescente) e limitadas.

(b) (0,5) Deduza que a sequéncia original converge e determine o valor exato de lim;,_,c ay.

2. Seja I =[0,1]. Um subconjunto S C I é construido removendo-se deste intervalo o ponto médio
5, depois os pontos médios i e % dos intervalos restantes, e assim por diante. Seja R C I o
conjunto dos pontos assim removidos, de modo que S = I—R.

(a) (0,5) Mostre que

k
R_{Qn :1<neN e 1§k§2"1’mpar}

(b) (0,5) Determine o fecho R deste conjunto de pontos removidos.

(¢) (0,5) Descreva o melhor que consegulr a topologla do conjunto S dos pontos nao removidos.
Ele é aberto? E compacto? E fechado? E denso em I? Explique.

3. Faca o que se pede:

(a) (1,0) Suponha que f : [a,b] — R é derivdvel. Mostre que f’ assume todos os valores entre
f'(a) e f'(b).
(b) (1,0) Seja f: R — R derivavel tal que

lim f'(z) = -1 e lim f'(z) = +1.

T——00 T—+00

(b.1) Prove que f’ assume todo valor em (—1,1).
(b.2) Mostre que f possui um ponto de minimo global.

Espelho da Questao 1

(a) (até 1,0) Mostrar corretamente (por inducdo) que as sequéncias sao mondtonas. Argumentar
rigorosamente que sao limitadas.

(b) (até 0,5) Concluir a convergéncia de ambas as subsequéncias por serem mondétonas e limitadas.
Tomar o limite na equagao de recursao para obter rigorosamente os seus limites, descartando

1+5
9

pares e impares coincidirem implica na convergéncia da seqiiéncia como um todo.

, justificando que os limites das subsequéncias

a raiz negativa, e concluir que lim a, =
n—0o0

Espelho da Questao 2



(a) (até 0,5) Determinar corretamente, por indugao, que em cada passo n, os pontos médios
removidos dos 2"~ 1 subintervalos remanescentes formam o conjunto R,, = {k/2" : k fmpar, 1 <
k < 2™}. Observar que os R, sdo dois a dois disjuntos (as fragoes k/2" com k impar ja estao
em forma irredutivel) e concluir rigorosamente que R = J,, R,, é o conjunto pedido.

(b) (até 0,5) Identificar R como o conjunto dos racionais diddicos deste intervalo (0,1). Provar a
densidade dos diddicos em [0, 1] usando algum argumento envolvendo distancia ou vizinhanca.

(c) (até 0,5) Justificar que S nao é aberto, pois toda vizinhanga de um ponto de S contém diddicos,
que nao pertencem a S. Justificar que S ndo é fechado nem compacto, pois S = I # S. Justificar
corretamente que S é denso em 1.

Espelho da Questao 3

(a) (até 1,0) Definir corretamente p(x) = f(x) — vz, para v entre f'(a) e f/(b), e observar que
¢, por ser continua neste compacto [a,b], atinge seu minimo em algum ¢ € [a,b]; mostrar
rigorosamente, a partir dos sinais de ¢'(a) e ¢'(b), que ¢ # a e ¢ # b, isto é, que ¢ é ponto
interior; concluir que, sendo ¢ um minimo interior, ¢’(c) = 0, ou seja, f'(c) = 7.

(b.1) (até 0,4) Usar corretamente as hipdteses sobre os limites de f’ em +oo para, dado v € (—1,1)
arbitrério, obter a < b com f'(a) < v < f’(b); aplicar rigorosamente o item (a) ao intervalo [a, b]
para concluir que f’ assume o valor v neste intervalo.

(b.2) (até 0,6) Provar, via Teorema do Valor Médio, que limy_ 1o f(z) = limy—y_ o f(x) = 400;
concluir corretamente a existéncia de um minimo global, restringindo a andlise a um compacto
[~ K, K] apropriado e comparando com os valores fora deste.



Espelho da Prova de Probabilidade

1. Seja {Aj; k € N} uma sequéncia de eventos.
(a) (0,5) Mostre que P(U2,; Ay) < 372 P(Ay);
(b) (0,5) Mostre que P(U_; Ay) < 37 P(Ay).

(¢) (1,0) Dez por cento da superficie de uma esfera S é colorida de azul, e o restante de
vermelho. Mostre que, independentemente da maneira como as cores estao distribuidas, é
possivel inscrever um cubo em S com todos os seus vértices vermelhos.

2. Seja U uma variavel aleatdria com distribui¢ao uniforme em (0,1). Seja X = —% logU.

(a) (0,5) Mostre que X tem distribui¢ao exponencial com parametro de escala c.

(b) (1,0) Seja A uma varidvel aleatéria com distribui¢ao uniforme em (0, 1), independente de
U. Seja R =+/—2logU e defina

X = Rcos(21A), Y = Rsin(27A).

Mostre que X e Y sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com
distribuicao normal padrao.

3. Seja X1, Xo,... uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes tal que
k 1 1
P[Xk:2]f2—ke}P’[Xk:0]:1 Q—k

(a) (1,0) Prove que o limite

_ _ X, +..-+ X
lim X, onde X, := M,

n—00 n

existe quase certamente e encontre-o.

(b) (0,5) Observe que esta questdo fornece um exemplo em que um limite existe como na
Lei dos Grandes Numeros, mas as varidveis nao possuem a mesma distribuicdo. Compare
E[X,] com a esperanca do limite, caso ele exista.

Espelho da Questao 1

(a) (até 0,5) Transformar a unido em uma uniao disjunta, definindo, por exemplo, By := A; e

B = A\ (Ufz_llBi> para cada k > 2, e utilizar a aditividade enumeravel e a inclusao B, C Ag.

(b) (até 0,5) Definir os eventos Ay = ) para todo k > n e utilizar o item (a); ou utilizar o principio
de inducao matematica.

(c) (até 1,0) Tomar, uniformemente ao acaso, um cubo C' inscrito na esfera S, numerar os vértices
de C de 1 a 8 e definir, para cada k € {1,...,8}, o evento Ay em que o k-ésimo vértice é da cor
azul; utilizar o item (b) para mostrar que a probabilidade de que C tenha pelo menos um vértice
azul é estritamente menor do que 1 e concluir que a probabilidade do evento complementar é
estritamente maior do que 0 e, portanto, é possivel inscrever um cubo em S com todos os seus
vértices vermelhos.



Espelho da Questao 2

(a) (até 0,5) Mostrar que a funcao de distribuigdo de X é igual a fungao de distribuicao de uma
variavel aleatéria com distribuicao exponencial com taxa c.

(b) (até 1,0) Definir © = 27 A e verificar que © tem distribui¢ao uniforme no intervalo (0,27) e é
independente de R; calcular a densidade de R e utilizar coordenadas polares para obter a fungao
de densidade conjunta do par (X,Y), fxy(z,y) = %e*(lﬂ“ﬂ)m; fatorar essa densidade como
produto das densidades de duas varidveis aleatdrias normais padrao, concluindo que X e Y sao
independentes e tém distribuicao normal padrao.

Espelho da Questao 3

(a) (até 1,0) Utilizar o Lema de Borel-Cantelli para verificar que, com probabilidade 1, apenas
uma quantidade finita de X}, é diferente de 0 e concluir que, quase certamente, X = 0 para

todo k suficientemente grande, e portanto lim, ., X, = 0.

(b) (até 1,0) Verificar que E[X}] = 1 para todo k& € N, e concluir que E[X,] = IS EXi] =1
concluir que lim,, , E[X,]=1#0=E [limnﬁoo Xn] )



