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Numeros Complexos

Dados dois numeros reais a,b € R quaisquer, entao
z:=a+ib € C é um nimero complexo, onde i = /—1.

@ Partes real Rez = a € R e imaginaria Imz = b € R do
nuamero complexo z;
@ Conjugado de um namero complexo: z* :=a — ib € C;
@ Dadosz:=a+ibeCez:=a+ibe Ccoma,b,a,beR
temos:
oz=i=a=deb=0b;
@ z+z:=(ata)+i(bxb);
o 22 = (a+ ib)(@ + ib) = ai + iab + iba — bb;
° z zz* zz*

2z 24
@ Mddulo de um namero complexo:

|z| := Vzz* = Va2 + b



Plano Complexo (plano de Argand-Gauss)

Imz
Numeros complexos podem A

ser representados como
pontos no plano Cartesiano
(veja a Figura ao lado).
Temos entédo

~z=(a,b)

b
cosf = 2 e sinf) = —.

2| 2|
Assim
: = atib > ez
= |z|(cosf +isinf)
= |zl exp(if), Também
com0<6#<2re 0 = arctan(b/a).

0 < |z] < oc.



Algebra Linear

E o0 estudo de espacos vetoriais e operacdes lineares nesses
espacos.

@ Um Espaco Vetorial € um conjunto de objetos que tém
certas propriedades (veja a proxima transparéncia)
Exemplo. C": conjunto de todas as listas de numeros
complexos (z; € C)

(21, 2n)

@ Cada objeto (lista) desse conjunto é um vetor.

Notagcdo matricial (matriz coluna)

01
v) =
Un

onde v; € C
@ |rétulo) é a notagéo de Dirac para vetores, muito utilizada
em Mecénica Quantica.



Propriedades de um Espaco Vetorial (C")

@ Existe a operagéo de adicao de objetos.

Para [v) = (v1,--- ,v,) € C" e |u) = (ug,--- ,u,) € C"
01+ U
o)+ = : |ec
Uy + Uy,

@ Existe a operagdo multiplicagédo por escalar.

Para [v) = (v1, - ,v,) € C"ez e C
01 Z01
z|i|=]:]|€eC
Uy Z0y,

© Existe o elemento nulo 0 := |©).

[0) + @) := [0) V|o)

Para [v) = (v1,--- ,v,) € C" e |@) = (0,---,0) € C"




Independéncia Linear e Bases

Definicao. Um conjunto de vetores {|v;)} é linearmente
independente (LI) se . c;|v;) = |©) implica em ¢; = 0 Vi.

Definigdo. Um conjunto de vetores LI {|v;) }™" € V é uma
base para um espaco vetorial V se qualquer vetor |v) € V pode
ser escrito como uma combinacao linear

dimV

o) = Y cilo).

i=1

@ Exemplo. Os autoestados de o7,
0) = (1,0); [1) = (0,1),
formam uma base para C?:
[0) = (v1,02) = v1|0) + va|1).

Existem infinitas outras bases. e.g. os autoestados de o*:
[+) =2712(1,1); |-) =271/2(1, 1),



Produto interno

Uma fungéo (-,-) : VxV — C é um produto interno se satisfaz os
seguintes requerimentos

@ E linear no segundo argumento:
(o), Zc,-|w,->) = Zc,-(|v>, |w;)), onde ¢; € C;

Q (o), [w)) = (Iw), o))"

Q (|v),[v)) > 0 com igualdade se e somente se |[v) = |©).

Produto interno para C":
w1
(I0), |w)) = (w) = |o)T|w) = [0 --- v}]
W

:E v w;
i

Espaco de Hilbert #:
Espaco vetorial C" equipado com um produto interno (|v), [w)). J
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Teorema

O produto interno é linear-conjugado no primeiro argumento,
i.e.,,dados ¢c; € C e |v;), |w) € V vem que

(o) ) = 3 e (foa, ).

(Z cifog), [w)) = (Jw), > ciloi))*

1

= (Zci<|w>,|vi>>)
= 2 ci(w) lod)*
= D _ci(loi), o))
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Algumas Definigoes

@ Dois vetores |v) e |w) sdo ortogonais se seu produto
interno é nulo, i.e., se

(l), [w)) = 0.
@ A norma (“comprimento”) de um vetor |v) € definida como
)] == V/([0), [0))
@ Vetor unitario ou normalizado:
o) = 1.
Para V|v),se definimos |0) := ||Z§H ,—1em entdo |||7)|| = 1.

@ Um conjunto de vetores {|v;)} € ortonormal se

(Joi), ) = dj.
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Procedimento de Gram-Schmidt

Dada uma base {|w;)}¥mV € V de vetores linearmente
independentes, obtemos uma base ortonormal {|v;)}™ € V
definindo )
w1
’U1> =
[[w)]
e, paral <k < dimV — 1, definindo

o ) = 350 (0, [wiaa)lon)
lwest) — Sbq (o), o) o) |

|Uk41

(v, wy)
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Desigualdade de Cauchy-Schwarz (DCS)

Teorema. Dados quaisquer dois vetores |v

), lw) € H, resulta
que (o), [w))[* < (|o), |0 }

|
))([w), [w))

Prova. Partimos do fato que (), [)) > 0 e definimos
[4) == |v) + z|w), com z € C. Assim

(1), 1)) = (1o}, [2)) +2(|v), [w)) +2"(|w), [0)) + |z*(|w), [w)) > 0

Agora, se [w) = |) entéo |([v), [2))]> = 0 = ([v), [0))(|2), |2))
e a DCS é satisfeita. Por outro lado, se |w) # |©)) definimos

z:= —=([w), [0))/(|w), [w))

e resulta que

() [o) (), o))" (), o)
(19, 100) = (it gy (120 99) = s (. o) -GS () ) > 0

|
([), [w0)) (o), [0)) = (o), [w)* = [(|w0), [p)) P + |([), [0))[* = 0
< (jw), [w))(Jo), o)) = |(|w), o)) [*
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Temos ainda que (|w), [w))(|0), |v)) = |(|w), |v))|* se e somente se |v) o |w).
Prova. Assumimos |v) o [w) = c|w). Entdo (|v), [0)) = [c[*(Jw), |w)) e

([0}, [w))[* = [e[*(w), [w))?, 0 que implica que

(1o}, [o)) (), [w)) = [(Jo), [w))[.

Agora assumimos que ([v), [0))([w), [w)) = |([v), [w))[* e |||w)]| # 0. Usamos
o procedimento de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal

{Jw:) }EmY com |w:) = |w)/|||w)||. Podemos escrever [0) = S5 ¢;|w,).
Assim

5.
dimV dimV dimV J dimV
——
* 2
(o), o) = (O ailw), > glw)) =D clelfws), [wy)) = el
i—1 i—1 ij=1 i—1
e
dimV dimV o
1m m
—_——
2 2 2 2 2 212
(o), )P = [ eilws), [[[)|[w))F = [[[)* > leil*[(Jws), o) = [[[w)]Pleal.
i=1 i=1

Com isso vem que

ij=1

dimV
) { D lel* = lea* | =0

e portanto ¢; = 0 se i # 1 e consequentemente [v)  |w).
14/63



Operadores Lineares

Um operador linear entre espacgos vetoriais V e W é qualquer
funcédo (mapa) A : V — W que é linear em seu dominio, i.e.

A (chm ) ZcA [v;))

1

@ Dizemos que um operador linear A esta definido em V se
A: V-V

Dois operadores lineares importantes:
@ Operador identidade em V:

Iy|v) := |v) paratodo |v) € V.
@ Operador zero em V:

Oy|v) := |@) para todo |v) € V.
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Matrizes como Operadores Lineares

Uma matriz complexa {A;} € um mapa

{Aij}mxn :C" — Cc™.
Explicitamente (AyxnVixn = Wixm):

An A - Aul| (U w1
Axn Axp - Ap| |m wy
Aml AmZ e Amn Oy Wi

onde ;
wi =) Ao
j=1
Dizer que uma matriz A € um operador linear significa que
A <Z Cf0i>> = ZQ’A(\UO)
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Linearidade de Matrizes

Consideremos A = {A;;}, [v) = {v;} e [w) = {w;}. Definimos

ainda
|x) := alv) + blw) = {x;} = {av; + bw;}.
Assim
(Alx))i = ZAijxj
j
= ZAij(av]- + bw;)
j
= a Z Aijvj +b Z AZ]w]
j j
= a(Alv)); + b(Alw));.
Ou seja,

Alx) = Ala|v) + blw))
= aA([v)) + bA(|w))
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Operadores Lineares como Matrizes

Consideremos um operador linear A : V— W e bases de
vetores {|v;)}1", € V e {|wj) i1 € W. Para cada i existem
{Aﬁ};?:l e Ctal que

n
A‘Z),‘) = Z A]‘I'|ZU]‘> .
j=1

A matriz {Aji}mxn € Uma representag@o matricial para o
operador linear A.

OBS. Para fazer a conexao entre matrizes e operadores
lineares devemos especificar as bases de entrada (dominio) e
saida (imagem) para o operador linear A e também devemos
especificar como A atua na sua base dominio.

Resumindo. Os pontos de vista de operadores lineares e de

matrizes sdo equivalentes.
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Matrizes de Pauli. ¢° :=1

Vamos considerar V = W = C? e uma base (base

computacional)
o=

@ Representacdo matricial para I := o*:

a®l0) = 0910) + 0% 1)

o’l1) = 0%[0) + o%l1)
Acéo de o:

0°|0) = [0) e 0”|1) = [1).
Ou seja

o 10
"_{o 1]'
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Matrizes de Pauli. ¢! := &~

@ Representacdo matricial para o* := ¢! := X:

a'l0) = o4]0) + o3 1)

o'[1) = o1,|0) +opll)
Acéo de ¢! (porta I6gica NOT da computacéo cléssica e
quantica):

at0) = |1) e o}[1) = |0).
Ou seja

01

1_
=l
que tem autovalores +1 e autovetores

|12 = 2712(0) + 1))
[y = 271%(0) — 1))
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Matrizes de Pauli. o2 :=

@ Representacdo matricial para oV := o2 := Y

o?|0) = 01,]0) + 05|1)
o?[1) = 05[0) + 0p1)

Acéo de o2

0%10) = exp(ir/2)|1) e o?|1) = exp(—ir/2)|0).

, o —i
U_[i 0]’

com i = v/—1. Temos que o2 tem autovalores +1 e autovetores

11y = 2712(0) +i[1))
L) = 272(jo) — 1))

'Relagéo de Euler: exp(if)) = cos(6) + isin(0)

Ou seja’
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Matrizes de Pauli. ¢° := o=

@ Representacdo matricial para 0% := o := Z:

a10) = 071]0) + o3 |1)
1) = 07,]0) + 03,|1)

Acéo de o3:

a%10) = 10) e o®|1) = exp(ir)[1).

Ou seja
1 0
3 _
2=l 5]
com i = +/—1. Temos que o2 tem autovalores +1 e
autovetores
[12) = 10)

H/z> = ’1>
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Representacao Matricial para Operadores Compostos

Consideremos operadores lineares A: V- WeB: W — Xe
bases {[v;)} € V, {|wj)} € We {|x)} € X. Questdo. Qual a
representacao matricial para a transformagao linear

B(A(:)) = Bo A(-)?
Temos que
A(vi))

Entao
B(A([vi))

-2

‘w]

ZAﬁB (lwj))
z]:Aﬁ Z Byjlxk)
Z Z ByjAjilxic)
Z(BA)/@\W

k
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Operador Produto Externo e a Relagdo de Completeza

Produto Externo. Consideremos |v), |0) € V e |w) € W. O operador linear
produto externo |w)(v| : V — W é definido como

|w){vl([2)) = lw)(|),10)) = (|0), |0))|w)

Assim, para {|v;)}, |0) € V e {|w;)} € W, a combinag&o linear }_, a;|w;) (v;| é
um operador linear que atua da seguinte forma

Zu|w, (vil(|9)) Za (|v3), |0)) |w:).

Relagéo de Completeza. Consideremos uma base ortonormal {|j)}#3" € V.
Qualquer vetor [v) € V pode ser escrito como [v) = 3, 9;j), com
v = (|j),|v)) € C. Assim vem que

dimV dimV dimV

Do Gde) = > i 10) = > oli) = o),
j=1 j=1

j=1

ou seja
dimV

> liil=

j=1
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Outra Demonstracao da Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Teorema. Dados quaisquer dois vetores |v), |w) € H, resulta que }

([0}, [w)* < ([o), [0) (|w), [w))

Prova. Usamos o procedimento de Gram-Schmidt para construir uma base
ortonormal {|j)} e definimos

=

[l
Utilizando a relagéo de completeza }, |j)(j| = I escrevemos
([o), o)) ([w), [w)) = (jo),1(|0)))(|w), [w)) = (o), ZI] (1([o)([w), [w))

= (o S ) )

- Z(|j>j,|v>><|v>7j>><|w>,|w>>=Z(|v>7j>>2<w>,|w>>
> e P |
)

= \(|v>,\w>)|2 25/63




Representacao de Operadores como Produto Externo

Consideremos A : V — W e bases ortonormais {[v;)}7" € V e
{[wy) YW e W,
Representagédo de A na forma produto externo

A = IyAly
dimW dimV
= [ D o)l | A (Z |Ui><vi|>
j=1 i=1
dimW dimV

= 7S (), Al ) o

=1 i=1
Representagdo matricial de A
Aji := (|wy), Alvy))

s&o os elementos na linha j e coluna i.
Exemplo. Matriz de Pauli o*

o = [0)(1] + [1)(0].
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Autovalores e Autovetores

Os autovetores de um operador linear A sao vetores nao nulos
|v) € V tais que
Alv) = v|v),

e v € C sdo os autovalores de A.

Autovalores (equacao caracteristica):
(A—oD)|o) =|@) .. (A—o])"YA —vl)|v) =|@) ... |v) = |@). Portanto

det(A — Al) =0

Autovetores
(A= Do) = |2)
Representacao diagonal (decomposigcédo ortonormal) de A em V:

A= Nlil,
i
onde {|i)}4mV ¢ uma base ortonormal para V.

Degenerescéncia. Um autovalor tem dois ou mais autovetores
correspondentes.
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Adjunto de um Operador

Dado um operador linear A : H — H, existe um Unico operador
linear At tal que, para todo |v), |w) € H,

([0}, Alw)) = (A'[o), |w)).

AT é conhecido com o adjunto (ou Hermitiano conjugado) de
A.

Alguns resultados e definigbes:

o (AN = 4;
(Alo), [w)) = (|w), Alo))" = (AT|w), [0))" = (|0}, ATw)) = ((A")"[o), |w))
® (AB)' = BtAf

(|0}, ABlw)) = (A'[v), Blw)) = (B'A'|v), |w)) = ((AB)|0), |w));

@ Dado um vetor |v) define-se (o] := |0)T. Entdo (A[v))" = (v]AT;

® (Jo)(w) = [w)(v];
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o (Y mA)t =3 arAl
Prova. Dadosa; € C,A: H — H e |v), |w) € H, temos que

(l0), > " aiAi|w)) Za, [0), Ailw)); ((-,-) é linear no 2° argumento)

Za,- Ai |0y, |w))

Z“ Allo), [w)); ((-,-) é anti-linear no 1° argumento)

ZaiAi |U 7|'(U )

o Al = (AT)* = (A")T. Ex.

an app - ajy,  ay
A= 021 axn | = At = |4, ap
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Operadores Hermitianos

Um operador ¢ dito Hermitiano (ou auto-adjunto) se J

At =A

@ Operadores Hermitianos tem autovalores reais (Al|a) = a|a))

(la),Ala)) = (la),ala)) = a(la), |a)) = a
(ATla),|a)) = (Ala), |a)) = (ala), |a))
a*(|a), |a)) = a*
Portanto a = a* = a € R.
@ Os autovetores de um operador Hermitiano correspondentes a
autovetores diferentes sdo ortogonais. Consideremos
Ala) = ala) e A|b) = b|b) coma # b.
(la),Alb)) = (la), blb)) = b(|a), [b))
(Afla), b)) = (Ala), |b)) = a(la), |b))
)

Portanto (2 — b)(|a), [b)) = 0 = (|a), |b}) = 0.
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Consideremos uma base {|;) f:i’}‘w c W, sendo W um
subespaco do espago vetorial V. Assim, podemos construir
uma base {|j)}7" € V com dimV > dimW. Por defini¢c&o

dimW

P:= ) i)
j=1

€ um projetor no subespaco W.

® P =P;(Plp) = plp) comp € )
@ P>=P;(Plp) = P’|p) =p*lp) = p*=p=p =0.1)

@ P+ Q=1Iycom
dimV

Q=Y [l

j=dimW+1
sendo o complemento ortonormal de P.
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Operador Normal

Um operador A é dito normal se J

AAT = ATA.

Se um operador A é Hermitiano (A" = A) entdo A é normal (ATA = AA). ]

Teorema (Decomposicao Espectral). Dado A : V — V, resulta que A é
normal se e somente se existir uma base ortonormal de V na qual A é
diagonal.

Prova. Iniciamos assumindo que existe uma base ortonormal {|a;)}
na qual A e diagonal, i.e., A =), a;|a;)(a;|. Segue entédo que
8

(Z ﬂi|ﬂi><ﬂi|)(z ala) @)t =" " aa|a)(|ai), |a)) (]
. . —

Zﬂzﬂ |a:)(ai| = ZZa,*ailaﬁ la;), |ai)){ail

= Zu]|a] a;]) Zul|a ai|)

AAT
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Agora assumimos que A é normal, i.e., AAT = ATA.

Seja a; um autovetor de A e P o projetor no auto-espago de g;
(V;) e seja Q o projetor no complemento ortonormal de P, ou
seja, P+ Q = Iy. Assim

A = IyAly = (P+Q)A(P+ Q)
= PAP+PAQ+ QAP + QAQ
=a;P =a;QP=0

Como A é normal, dado um vetor |v) € V;, vem que
AAT|v) = ATAJv) = a;AT|v).
Ou seja, Af|v) é um elemento de V;. Entéo
(PAQ)" = QTATP! = QAP = 0 = ((PAQ)") = PAQ =0

ev;
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Portanto

A = PAP + QAQ.
Lembrando A : V — V. Assim, dada uma base {|v;)}17" € V,
podemos escrever

dimV

A= Z k|v] Uk|

jk=1

com
Aj = ([)), Alovg)).

@ Percebe-se por conseguinte que PAP e QAQ sao
diagonais com relagéo a uma base ortonormal do
subespaco P e Q, respectivamente.

@ Portanto A é diagonal em uma base do espaco total V,
completando assim a prova.
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Operadores Positivos

Um operador A é dito positivo (notagao A > 0) se
([o), Alo)) > 0 V[o).

Se (|v),Alv)) > 0V|v) # |@), entdo A é dito positivo definido.

Um operador positivo (A > 0) é necessariamente Hermitiano
(A = AM).

ATA é positivo (ATA > 0) para qualquer operador linear A. )

Prova. Definindo A|v) := |w) temos

([0), ATA0)) = (A]v), Alv)) = (lw), |w)) > 0.
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Operador Unitario

Um operador U é dito unitario se J

utu =1=uuf

@ Operadores unitarios preservam o produto interno:
(Uo), Uw)) = (UtUv), [w)) = (To), |w))=(|0), [w)).

@ Os autovalores de um operador unitario (U|u) = u|u)) tem
modulo |u| = 1 e portanto podem ser escritos de maneira
geral como u = exp(if), com 6 € R.

(lw), [u)) =1
= (Ulu), Ulu)) = (u|u),ulu)) = |u*(ulue) = |u]?
= |ul=1
= u = |u|exp(if) = exp(if)
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@ O vetores |r;) = (un,up,us, - - - ) das linhas de U formam um conjunto

ortonormal, i.e.,
‘V, ‘}’] Z ulku]k — 51]

un U wiz o [un uy; o uy 100

uuT I U U Uszs e Llfz u}} u§2 e 0 1 0
= * * * —

Uzl Uz U3z | Uz Uz Uz 0 0 1

@ O vetores |c;) = (u1, Uai, Uz, - - - ) das colunas de U formam um conjunto

ortonormal, i.e.,
(lei), 1ei)) Z uk,uk/ = 0j

* * *
Upp Uy Uz | U1 U2 U3 1 0 0
* * *
+ Upp Uy Uz | |U2 U U 01 0
_T. I " _
uu=I.. Uiy Uyy MUzz c--| Uzt uzm us - = (0 0 1
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Operador Unitario. Representacédo Produto Externo

Consideremos uma base ortonormal {|v;)} ((|v:), [0)) = dy)-
Assim {|w;)} := {U|v;) } também forma uma base ortonormal:

([wi), [w;)) = (Ulv), Ulwy)) = (UTU3), [07) = (o), oy)) = 6

Portanto
U=>|w;)vil
Matrizes de Pauli
o® = |0)(0] + [1)(1] A 0103
o' = |0)(1]+ [1)(0] (")2 DAL
o? = —i|0)(1] +i]1)(0] (Uz') _ 0
a® = [0)(0 - [1)(1]
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Relacoes entre os Diferentes Tipos de Operadores

Normais Unitarios

Hermitianos
Positivos

Projetores




Produto Tensorial

O produto tensorial é utilizado para tratar espagos vetoriais
utilizados na descricado de sistemas de muitos corpos a partir
dos espacos vetoriais de suas partes constituintes.

Consideremos dois espacos de Hilbert #? e H’ e bases ortonormais
{l"} e e{")} e H'

comi=1,--- ,dimHej=1,--- ,dim?". Uma base ortonormal
para o espaco produto tensorial H* ® H' é definida como
{1 @ ")}

Temos assim que dim#" & H" = dimH"dim7H".
@ Qualquer vetor [ € H* @ H' pode ser escrito como

W™y ="l @ |),
ij

come;; € C.

40/63



@ Convencao

) @) = [y = 18,1) = [°7") = |if).

Propriedades do Produto Tensorial
@ ParazcCe [¢*) € H e |¢P) € H?

2([0") @ 16") = (21¢) @ [6") = [v°) @ (2]¢"))
@ Para [¢7), [€%) € H e |¢¥) € HP

(197 + D) @ 16") = [0 @ |¢") + 1) ® |¢")
@ Para [¢7) € H" e |¢"), |x") € H"

) @ (167) + X)) = [0 @ |6") + [¢) @ [X")

41/63



Operadores Lineares em H* @ H?’

Consideremos vetores [¢) € H" e |¢?) € H' e operadores
lineares A : H* — 71" e B : H" — #". Define-se um operador
linear A® B : H* @ H? — H* @ H’ como

A®B(jv") ®|4") == A(v")) ® B(|¢"))

@ Linearidade de A ® B
A®B(¥") =A® B i) @ ")) ZCU (1)) ® B(|f"))
irj
@ ParaA;: H" — H" e B;: H" — H, um operador linear

C% 1@ HY — H @ H' pode ser representado de maneira
geral como

Cﬂb = ZC,’JA[ (9 B/', comeg;; € C.
i,j
@ Por definicao

O cijAi @ By ([v") @ [¢%) Zcz, ") ® Bi(|¢")).

i
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Produto interno e Produto de Kronecker

Produto interno para espacos produto tensorial
(™) 167)) = (Z Gali) ® K, de,nlm“> ® [n°))

w”b y |¢ab Z kd] k-

Dadas matrizes {A;;}uxn € {Bx,}p,; 0 produto de Kronecker é
definido como

nxq colunas
AuB ApB .- AuB
AnB  ApB .- AuB
A ® B := mxp linhas . . .
AmlB AmZB to AmnB

nvezes
~ /_/%
Notagdo: A®" :=A®---® A. Exemplo. A®? = A® A.
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Funcdes de Operadores

Dado um operador normal A com decomposigao espectral
A= "ala)(al,
a

uma fungéo f : C — C desse operador é definida como

fA4) =) f@)a)al.

Exemplo.

exp(fo') = exp(6)] 1x) (Tx | + exp(—0)[ bx) (x |
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Dados 77 € R® com ||ii]| = 1,0 ¢ Re & = (¢!, 02, 0%), segue que

exp (i1 - &) = cos(0)I + isin(f)n - &

Prova. Vamos utilizar as séries de Taylor,

fl, =y I

n=0

(x —xo)"
nl

)

X0

para

2 A3 A4 X0

X
expr)ly=1+x+5 4242 0

2 31 4! 5!

2 4 6

X X X
COS(x)‘O = 1—34‘@—64----
. x3 x5 x7
sin()g = ¥x— S+ o b
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Mostremos que (7 - 7)*> = L.

(ﬁ 5)2 = (1’110‘1 —|—1’l20’2 + Tl30’3)(1’110’1 + 7’[20’2 + n3a3)

3 (o1)? + mmyo'to? + mnzolo®

+mnyo?ol + n3(0?)? + manzo’o®

+mnzo’ol + nonzoo? + né(a?’)2

= (M +ni+nd)l

= 1
Assim obtemos

0= NN 01 - 7)? 071 - 7)3 07 - )4
exp(ifii - &) = H+(19n-5)+(l” 7) +(zn 7) +(1n 7)

2 3! 4!

(i0 - 3)°
g+
2 3 o4 5

= I+ibi- o — S l—igi o+ pl+igi o+
0> 0 6P o

= (1*5+57 )L+ i(60 §+§7 )it

e

N

= cos(6)I + isin(h)

46/63



A Funcao Traco

O traco de um operador A, numa certa representacao matricial,

é definido como
tr(A) = ZA]]
j

Propriedades da funcéao traco
@ tr(AB) = tr(BA) (ciclico);

Prova. tI‘(AB) Z(AB)” = Z ZA,]B], = Z ZB]’AU
i j j i

i

> (BA)j; = trx(BA)
i
@ tr(A+ B) =tr(A) +tr(B) (linear);
@ tr(zA) = ztr(A) com z € C.
@ tr(UAUT) = tr(UTUA) = tr(A) (o trago ndo depende da base
utilizada na representagao matricial de A);
@ tr(A ® B) = (trA)(trB).
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A Funcao Traco Parcial

Consideremos um operador linear C* : H* @ H? — H* ® H! na
sua representacéo produto externo

c = H”@Hbc”b]I”®Hb
Z ) @ Q1) 6 NC( zk:\k”ﬂk”l) ® (Zl: 1))
= Zk:l(!i )i @ | >]U”!>C“b(\k“><k“! @ 1))
= iﬁl!i“>®Ijb>(<i”|®<]’bIC”b|k“>®llb>)<k”l®<lbl
= iﬁl(ﬁ”®<ib\C”"k”>®lb>)!i”>®|j”><k“\®<lb|
b

=) CHalif) (K @ ) (]

i,j.k,l
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Um operador linear reduzido C* : H* — H“ pode ser obtido
através da operacao de traco parcial sobre #’ (notacéo try),
que é definida como

C" = tr,C%

= 2 tmICm)
Z Z Clm km

ik m

= > CHlM K,

ik

a .
ik Z sz Jem

com
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Espaco de Operadores Lineares e o
Produto Interno de Hilbert-Schmidt
O espaco formado por operador lineares L(H) : H — H também é

um espaco de Hilbert com produto interno definido como

(A,B) :=tr(A'B).

L(H):H — H € uma espago vetorial. Dados dois operadores
lineares A,B: H — H e {|v;)} € H, temos

Q (A+B)(X;cilvi) = A, cilvi)) +B(X; cilvi)) = 32, cilA+B)([vi);
Q (zA)(Z;cilon) = 23, ciA([vi));
O A+o0y=Acomoylv) = |0).

tr(ATB) é um produto interno. Dados A, B : H — H e b; € C, temos

Q@ (A, X bB)) = tr(AT 3, b)) = 3 bjtr(ATB;) = Zjb]-(ABj);

@ (A.B) = tr(A'B) = tr(Y, A3By) = ¥, 3, A3B
(53 BiAn)* = (tr(BTA))* = (B,A)";
@ (AA) — tx(ATA) > 0.
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Comutadores e Anticomutadores

O comutador entre dois operadores A e B é definido como
[A,B] = [A,B]_ := AB — BA.

Se AB = BA dizemos que A e B comutam.

O anti-comutador entre dois operadores A e B é definido
como
{A,B} = [A,B], := AB + BA.

Se AB = —BA dizemos que A e B anticomutam.

Comutadores e Anti-comutadores das matrizes de Pauli (j,k =1,2,3)

3
[0/, 0" = ZiZeﬂdal
1=1

{O'j, O'k} = 2(5]](}1
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Comutadores de Operadores Hermitianos

Teorema. Dados dois operadores Hermitianos A e B, entao
[A, B] = 0 se e somente se existir uma base ortonormal {|j)} na
qual A e B séo diagonais, ou seja, A = Z]. ailj) (il e

B = Y, byli) .

Prova. Assumimos primeiramente que A e B sdo diagonais na
mesma base. Entao

[ABl = O ailiy GO belky (kl) — O bielk) (kDO i) 1)
j k k f
= %;ajbkﬂﬁ@(ﬂ — [k) (K17} (1)

ik Ojk
= S ab(l il D

j
=0
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Agora assumimos que A e B comutam, ou seja,
[A,B] =0 = AB = BA.

Seja {|a;)} uma base de autovetores ndo degenerados de A
com autovalor a;, teremos

ABla;) = BAl|a;) = a;Bla;).

Portanto B|a;) também é autovetor de A com autovalor a;. Isso
implica que
Bla;) o< |a;) = bila;).

Com isso vem que B também é diagonal na base {|a;)}.
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Lei de Leibniz

[A,BC] = [A,B]C+ BJA,(]
[AB,C] = [A,C|B+ A[B,(C]
Verificagao.
[A,B]C + B[A,C] = ABC - BAC+ BAC —BCA
= ABC - BCA
= [A, BC]
[A,C|B+ A[B,C] = ACB-CAB+ ABC — ACB

ABC — CAB
[AB,C|
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Identidade de Jacobi

[Av [B’ C]] + [87 [CvA]] + [C7 [A7 B]] =0

Verificacao.

[A,[B,C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]

— [A,BC — CB| + [B,CA — AC] + [C,AB — BA]
= ABC — BCA — ACB + CBA + BCA — CAB
—BAC + ACB + CAB — ABC — CBA + BAC

=0
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Lema de Hadamard

eABe*A =B+ [A, B] = %[Aa [A7BH + %[A7 [Av [A7B]H +oe J

Prova. Temos

exp(iA):HiA+%!2:l:%!3+~~.
Assim
e’Be ™ = <]I+A+%2+I§—!3+---)B(H7A+%271§—!3+m)
= (B—&—AB—i—%—&-ATSIB—i—---)<H—A+g—:—§+m>
= B+(—BA+AB)+<BZ—/?2—ABA+A2—?)

BA® ABA®? A’BA A°B
R T TR TR TR A

56/63



eBe=4

B+ [A, B] + % (BAA — 2ABA + AAB)

+% (—BAAA + 3ABAA — 3AABA + AAAB) + - --

B+ [A,B] + %((BA — AB)A + A(—BA + AB))

+%((—BA + AB)AA + 2A(BA — AB)A + AA(~BA + AB)) + - - -
B+ [A,B] + %(—[A,B]A + A[A, B])

+%([A,B}AA—2A[A,B]A + AA[A,B]) + - --

B+ [A,B] + % +A,[A,B]]

+%(([A,B]A — A[A,B))A — A([A,BJA — A[A,B])) + - -

B+ [A,B] + % +[A,[A,B]] + %(—[A, [A,B]]JA+ A[A, [A,B]]) + - -

B+ A+ o + 4,14 B) + A A A B + -
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Outra prova. Define-se f(s) := e**Be™. Entdo
f'(s) A, Ble™

f'(s) = e"[A,[A,Blle™
f(s) (A, [A,[A, BjJle™

Expanséao de f(s) em série de Taylor em torno de s = 0:

F5) = F10) +57/(0) + piF"(0) + 35" (0) +

(A, (A, [A, B +

— B+s[A,B]+21. (4,14, B + 5

Agora faz s = 1. Assim

1 1

e"Be™ =B+ [A, Bl + S1[A, [A, B + (A, [A, [A, Bl + -
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Relacédo de Baker-Campbell-Housdorff

Dado que [A, [A,B]] = [B, [A, B]] = 0 entao J

A+B _ _A_B_—[AB]/2

€ —enere

Prova. Vamos definir C := e*e*® com x sendo um escalar. Com isso

dac

di (exAAexB + exABexB) e—xBe—ererxB
X

= (A+e"Be™™)C
_ eerxBe XB97XA (exAAexB + exABexB)
= C(e*PAe* +B)

Do lema de Hadamard, temos que e¥*Be "4 = B + x[A,B] e
e *BAe*® = A + x[A, B]. Por conseguinte

dc

= = (A+B+xAB|)C

C(A+B+x[A,B))
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Como [C, (A + B + x[A, B])] = 0 podemos resolver a equagéo anterior
como uma equacao diferencial qualquer. Assim obtemos

C = exp(x(A+B)+x%A,B]/2)
GXAEXB.
Mas
[x(A + B),x*[A, B] /2] %3(% [A, B]] + [B, [A, B]])
0.
Entao

exp(x(A+ B) + xz[A, B]/2) = exp(x(A + B)) exp(xz[A, B]/2)

2
ex(A+B) — eerxBefx [A,B]/Z.

Fazendo x = 1 concluimos a demonstragéo.
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A Decomposicao Polar

Dado um operador linear A : V — V, existe um operador
unitario U e operadores positivos | e K tais que

A=UJ =KU,
com] =+vVAtAe K= VAAT.

Prova.

F=WMA20:]=§:Mm0AmeMJM):%

Assumimos J; > 0 e definimos |a;) := ], 'A|;). Assim

)=
(la),lap) = J7 Y7 Al Al)
= JOUTHATALL, )
= I] 1]16
= 51]
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Definindo U := ), |a;) (/| vemos que se J; > 0 entao
Ujlfs) = Jilai) = AlJi).-

Se J; = 0entéo
Ujlfi) = 0 = |a;).

Portanto a agcdo de A e de UJ na base {|];)} € a mesma e por
conseguinte

A=1U]J.
Podemos ver que | é unicamente definido fazendo
ATA = uptuy = Jtutuy = > = ] = VATA.
Temos também que
A=UJ=UJU'U = KU,

com K > 0. Temos ainda que

AAT = uju)t = yjtut = yyutujut = K = K = VAAL.

62/63



A Decomposicao em Valores Singulares

Dada uma matriz quadrada A, existem matrizes unitarias U e V
€ uma matriz positiva e diagonal D tais que

A=UDV.

Os elementos de D sao os valores singulares de A.

Prova. Da decomposicao polar vem que
A=5],

sendo S unitaria (SST =1 = S'S) e ] positiva (J > 0). Do teorema
espectral temos
] = TDT",

com T unitaria e D diagonal e positiva. Assim, se definimos U := ST
e V := T obtemos

A = STDT!
Uupv.
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