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Postulados

1. Postulado dos Estados

Os possiveis estados de um sistema fisico fechado
correspondem a vetores normalizados |¢)) em um espago de
Hilbert #.

Sistemas Compostos

(por mais de um objeto ou por mais de um grau de liberdade)
sdo descritos por um vetor [¢) no espago de Hilbert obtido
através do produto tensorial H? = H* @ H’ @ - - - dos
espacos de Hilbert de suas partes constituintes.

Principio da Superposicao
Se |¢1) e |yp) s@o possiveis estados do sistema, entéo a

combinagao linear c1|y1) + c2|1») também é um estado
admissivel, onde c1,c; € C com [c1]?2 + |eof> = 1.
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2. Postulado da Dinamica

A dindmica do estado de um sistema é descrita por uma
transformacao unitaria. Ou seja, se no tempo t, o estado do sistema
é |¢(to)) entdo num instante posterior t 0 estado do sistema é

[w(t)) = Ul(t, to) |1 (to)),

onde U(t, to)UT (¢, tg) = UT (¢, to)U(t, o) = L.

Equacao de Schrédinger

A dinamica do estado do sistema é gerada pela equagéo de
Schrédinger

o)

h ot

= H(t)[y(t)),

onde
2

H(t) = 571 F V() = HY()

€ o operador Hamiltoniano (energia) do sistema.
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Das Equacdes anteriores vemos que U(t, ty) deve satisfazer

., OU(t, ty)
ih 5%

— H(H)U(t, to).

Forma geral para U(t, ty)

U(t, tg) = exp (—; tH(t’)dt’) :

to

Verificacao.

L ou(t,tg) .0 it
ih 5 = ﬂiatexp( /tOH(t )dt




3. Postulado das Medidas

Quantidades observaveis sao descritas por operadores Hermitianos
0 =>oilo)|o)T,
i

ou seja, o; € R. O conjunto de vetores {|o;)} forma uma base
ortonormal ((|o;), [0;)) = &;) completa (3°; [0;)]0i) := 3, P, = I) para
0 espaco de estados do sistema (#).

Regra de Born. Se o estado do sistema € |¢), a probabilidade de
obter o resultado o; em uma medida do observavel O é dada por

pr(oi[¥)) = [(loi), [¥)* = (|), Po,|9))-

Estado do Sistema Imediatamente Apds a Medida

i Po,-|¢> — |lps
)= B oy =

Repitibilidade. Se medirmos O novamente, imediatamente depois
da primeira medida, obteremos o mesmo resultado, i.e.,
pr(oillo:)) = 1.




Valore Médio de O

Para N preparagdes idénticas de um sistema no estado |¢) e
N medidas do observavel O, o valor médio deste observavel é
dado por

Oy = Z o;pr(o;||v))

= Zoimo»,rw)rz
= Z i(Jo7), [))*(Jos), [4))
= ZOZ [¥), |0:)) (i), |%))

= ZOZ‘W) Yoi) o5 T4
= W>T(20i\0i><0i\)\¢>

= (l¥), Ol)).



Erro associado ao valor médio de O

O erro em relagéo ao valor médio de O pode ser estimado
usando o desvio padrao (raiz da variancia)

AOpy) = — (O D)y

- \/Z 2pr(ai))
_ \/Z(og — 201(0)y + (012, )pr(aille)

= [Z ofpr(@illy)) = 2(O)) > oipr(eillv)
1/2

O}ty D pr(oilv))
= /(0% — (02,




Relacao de Incerteza de Heisenberg e de Schrodinger

Consideremos um sistema em um estado |¢) e dois
observaveis deste sistema representados por dois operadores
Hermitianos A e B. Se definirmos A := A — <A>|w>]l e

B:=B-— <B>W,>JI, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
(Alp), Al) (Blw), BI¥)) = |(Aly), Blv))I®

(I, A2 ) (|9), B2 ) > |<rw>,AB|w>)|2
(AA ) (ABiyy)* > (Re(¥), AB|v)))? + (Im(|), AB|)
> (Im(|y), AB|y)))?
Agora
Im(|¢),ABly)) = (2i)7'((|[4), AB|y)) — (1), AB|3))*)
= (2)7N(([4), AB|)) — (AB[y), |9))))
= (2)7H((l), AB|w>> (), BAJ)))
= (2)7( — BA)|¢b))
(2i)7Y(
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[A,B] = [A, B].

Assim

(AAW) 2(ABy)? = ()7 (19), [A, Bllw))?,

e com isso obtemos a

Relacdo de incerteza de Heisenberg

(AAjy)(AByy) > 1207 (Iv), [A, Bllv))|

Temos também

Re(|v),ABlY)) =

271
= o=
2~

(
(
i

[¥), AB|¢))
[¥), AB[4))
¥), {A; B}[¢))

(
(

¥), AB|¢))")

+
+ (1), BA|4)))
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Entao, de
(DA )2 (AByy)?

obtemos a

Relacdo de incerteza de Schrédinger

> 27N(w), {A, BHu)))? +

> (Re(|v), AB[y)))* + (Im(|y), AB|)))%,

((20)~* (1), [A, B]lw)))?

(AAy))*(AByy)

que pode ser escrita como
detZ(A, B) ) > ((2i)

onde a matriz de covariancia ¢ definida como
(AAW)}) COV({ZK, B)W’)

2(A,B)y = Cov(A,B)yy  (ABpy)

“H19), 1A, Bllw)))?,

com a covariancia dada por

COV(AAB)M = (\ ), {A, BY|¥)).
(A= (A)D)(B - (B)I))
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Operador Densidade
Incerteza no processo de preparacao dos estados

Preparagéo Medida de O
pr([¢1)) — l¢) — 0
pr(ly2)) — [42) ) — o0
. _ .
com
ZPY(W}J) =1

Para cada estado |¢;) do ensemble temos
(O)igy = ([¥3), Olei}).

Entao, para todo o ensemble, segue que

<O>{W;i>} = Z pr(|1/)i>)<o>|¢i>

_ Zpr(|w,->>|w,->*0|wi>



Usamos uma base ortonormal {|§;)} (3_; €)1¢)T = I) e escrevemos

O)guyy = 2_prlw)edt Q11D 160160 )l
i j

k

= D pr(w)léa v T1€) (&), Olé))

ij,k

= 1500 18)160T) Y - prilwd)lva v &)
j k i

=Y _1§)70pl4)
j

= > (Op);

j
= tr(Op)
= (0),,

onde definimos o operador densidade como
p = > pr(wi) it
i
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Propriedades do Operador Densidade

@ trp =1, i.e., 0 operador densidade tem traco um.
Prova. Vamos escrever |¢;) em termos de uma base ortonormal

{lp}: i) = 5 ¢1le;) com 3, [ = 1. Assim

tro = 3 pr(ua)te(vilvn)’)
i pr(\w»)tr(Z 619;) Z lei)")
2 pr(lvi) ZZc,cktr [96))
2 Proh 3 3 a9 47)
Zpr(w»)ikjlz
z j

>_pr(lui)

=1
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@ p>0=p=pl,ie., ooperador densidade é positivo.
Prova. Dado um vetor qualquer |£) temos

@ trp” < 1.

(16),01€)) = (1), Zpr(lwi>)lwi>lwi>T|§>)

= Zpr |wz

Zpr (i) (), 1ED)(IE), 93))

([), [€D > 0.

Prova. p é Hermitiano e portanto pode ser diagonalizado em

uma base ortonormal: p = Z-ri|r,ﬂ>|r,ﬂ)T com0 <r; <1. Com isso

tr((z ri|rs) \ﬁ)U(Z rilrj) |”J

trp

2

Z"ﬂ’] |7’1 |1’] )tr(|rz |1’]
Zr <1

Zr,r]tr\r, |7:) |r]>|r]>
Zrlr]cil]tr (Iri) |r]> )

i,
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1’. Postulado do Estados

Os possiveis estados de um sistema fisico correspondem a
operadores lineares positivos de trago um (operadores
densidade) em um espaco de Hilbert #, i.e., p € L(H) com
p>0etrp=1.

Sistemas Compostos

sao descritos por um operador densidade
PP e LH*QHP ® ), com p >0 e trp™ = 1.

2’. Postulado da Dindmica

A dindmica do estado de um sistema é descrita por uma
transformacao unitaria. Ou seja, se no tempo t, o0 estado do sistema
é p(tp) entdo num instante posterior ¢t 0 estado do sistema é

p(t) = U(t, to)p(to)U (¢, to),

onde U(t, to)UT (¢, tg) = UT(t, to)U(t, ty) = L.
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Se 0 estado inicial do sistema é

to) = Z pr(|¥i(to)))Wi(to)) i (fo)) T

e os estados do ensemble evoluem unitariamente, i.e.,

|i(£)) = UL(E, to)[¥i(to)),

p(t) = Zpr [ilto))) i) 1i(D))
= Zpr [i(t0)) ) UL, to) |43 ko)) (UL(t, to) [4i (b))’
= Ul(t to) ZPT [i(to))) |i(to)) 4i(t0)) TUT (¢, to)
= U(t, to)p(lto)U'T(t, to).
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Equacao de Liouville-von Neumann

A equacéao de movimento para o operador densidade € dada por
ihdip(t) = [H(t), p(t)],

onde 9; := 2.

Verificacdo. Da Eq. de Schrddinger temos que
ihdr (1)) = H(t)[¥(t)) e assim que —ihdy|e(t))" = |4 (t))TH(t). Com
isso
ihdip(t) = ihat(zpr(lwi(to)>)|wi(t)>\wi<t)>*)
= ithr (19:(t0))) (Beli () 1 (8)T + [9i(£)) (el (1)) 1))
= Zpr [i(to)) ) (H(E) i (£)) [i(D) T — [i(8))(£)) TH(2))

— HW0) — pH()
— [H(), p(t)
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3’. Postulado das Medidas
Quantidades observaveis sao descritas por operadores Hermitianos

0= Zoi|0i><0i|'

O conjunto de vetores {|o;)} forma uma base ortonormal

((Joi), |o;)) = &;7) completa (3=, |0i}]o;)T := >, P, = I) para o espago de
estados do sistema (H).

Regra de Born. Se o estado do sistema € p, a probabilidade de
obter o resultado o; em uma medida do observavel O é dada por

pr(oilp) = (loi), ploi)) = tr(pPo,)-

Estado do Sistema Imediatamente Ap6s a Medida

P = |Oi>|0i>T~

Repitibilidade. Se medirmos O novamente imediatamente depois da
primeira medida obteremos 0 mesmo resultado, i.e., pr(oi||o;)) = 1.
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No6s temos que

p=>_pr(ly;))lvy vyt
j

Entéo, se o estado preparado foi |¢;), segue da regra de Born
que a probabilidade de obter o valor o; em uma medida do
observavel O é

pr(oillv;)) = |(lon), )17 = lo) 1)l o).

Assim

pr(ojlp) = Zpr [ pr(oil ¥;)) Zpr [¥i), 0
= ZPT ;) |0i>T|¢j>|¢j>T|0i>
j
= o)™ pr(lyv) v w;) ;)
j

= o)Tploi) = (oi). ploi)) = tr(pPo,)
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