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Capítulo 1

Linhas Retas

1.1 Determinar a mediatriz de um segmento AB.
Passos:

1. Considerar o segmento AB;

2. Descrever uma circunferência com centro em A e abertura do compasso maior que
a metade de AB. Repetir o processo para o ponto B com a mesma abertura do
compasso;

3. Marcar os pontos C e D de intersecções das circunferências;

4. Os pontos C e D determinam a reta procurada.

A Figura 1.1 ilustra os passos da construção.
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Figura 1.1: Construção 1.1

1.2 Dada uma reta r e um ponto C fora dela, traçar
uma reta perpendicular a r passando por C.

Passos:

1. Considerar a reta r e um ponto C não pertencente a ela;

2. Traçar uma circunferência com centro em C e abertura do compasso maior que a
distância de C a r . Marcar os pontos A e B de intersecção dessa circunferência
com a reta r;

3. Descrever uma circunferência com centro em A e abertura do compasso maior que
a metade de AB. Repetir o processo para o ponto B com a mesma abertura do
compasso;

4. Marcar D e E, pontos de intersecção dessas circunferências. Eles determinam a reta
procurada.

A Figura 1.2 ilustra os passos da construção.
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Figura 1.2: Construção 1.2

.

1.3 Dada uma reta r e um ponto C sobre ela, traçar
uma reta perpendicular a r passando por C.

Passos:

1. Considerar a reta r e um ponto C sobre ela;

2. Traçar uma circunferência com centro em C. Marcar os pontos A e B de intersecção
desta circunferência com a reta r;

3. Descrever uma circunferência com centro em A e abertura do compasso maior que
a metade de AB. Repetir o processo para o ponto B com a mesma abertura do
compasso;

4. Marcar D e E, pontos de intersecção destas circunferências. Eles determinam a reta
procurada.

A Figura 1.3 ilustra os passos da construção.
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Figura 1.3: Construção 1.3

1.4 Dados uma reta r e um ponto C fora dela, deter-
minar o seu simétrico em relação a r.

Passos:

1. Considerar a reta r e um ponto C não pertencente a ela;

2. Traçar uma circunferência com centro em C e abertura do compasso maior que a
distância de C a r. Marcar A e B, pontos de intersecção dessa circunferência com
a reta r;

3. Traçar uma circunferência com centro em A e raio igual a medida de AC que inter-
cepta r em E;

4. Traçar outra circunferência com centro em E e raio igual a medida de EC e marcar
o ponto D de intersecção com a circunferência anterior, que é o ponto procurado.

A Figura 1.4 ilustra os passos da construção.
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Figura 1.4: Construção 1.4

1.5 Dados a reta r e dois pontos M e N fora dela,
determinar um ponto C em r que equidista de M
e N .

Passos:

1. Traçar a mediatriz do segmento MN ;

2. Marcar C ponto de intersecção da mediatriz com a reta r.

A Figura 1.5 ilustra os passos da construção.

Figura 1.5: Construção 1.5

Observação: Se os pontos M e N estiverem no mesmo semiplano em relação à r a
construção é análoga. Porém, o segmento MN não pode formar um ângulo reto com ela.

1.6 Dada uma reta r, traçar uma paralela a ela.
Passos:
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1. Marcar A e B pontos distintos em r;

2. Traçar a mediatriz de AB e marcar M , ponto de intersecção dela e r;

3. Traçar a circunferência c centrada em M e abertura do compasso igual a medida do
segmento MA;

4. Traçar as circunferências c1 e c2, centradas em A e B, respectivamente, com a mesma
abertura do compasso;

5. Marcar C e D, pontos de intersecção das circunferências c1 e c2 com c;

6. Traçar a reta que passa pelos pontos C e D, sendo essa a reta procurada.

A Figura 1.6 ilustra os passos da construção.

Figura 1.6: Construção 1.6

1.7 Dados uma reta r e um ponto C fora dela, traçar
uma paralela a r passando por C.

Passos:

1. Considerar a reta r e um ponto C não pertencente a ela;

2. Traçar uma reta s passando por C interceptando r em um ponto B;

3. Marcar sobre s um ponto A tal que as distâncias dos segmentos BA e BC sejam
iguais;

4. Traçar por A uma reta oblíqua que intercepte r em um ponto D;
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5. A partir de D, marcar E sobre a reta determinada por A e D tal que DE e AD
possuam mesma medida;

6. A reta que passa pelos pontos C e E, é paralela à reta r.

A Figura 1.7 ilustra os passos da construção.

Figura 1.7: Construção 1.7

1.8 Dado um segmento AB, dividi-lo em cinco partes
iguais.

Passos:

1. Considerar o segmento AB;

2. Traçar a partir do ponto A uma semirreta oblíqua −−→AX;

3. Marcar, com uma abertura qualquer do compasso e centro em A, o ponto A1 na
semirreta −−→AX;

4. Repetir o processo anterior (considerando o centro do compasso no último ponto
contruído) por 4 vezes, obtendo os pontos A2, A3, A4 e A5;

5. Traçar o segmento A5B;

6. Traçar retas paralelas a A5B, passando por A4, A3, A2 e A1 obtendo, pela intersecção
das paralelas e o segmento AB, os pontos B4, B3, B2 e B1. Os segmentos AB1, B1B2,
..., B4B são congruentes.
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A Figura 1.8 ilustra os passos da construção.

Figura 1.8: Construção 1.8

Observação: De forma análoga é possível dividir um segmento em n partes de mesma
medida.

1.9 Dados os segmentos AB < MN < OP < QR,
dividi-los simultaneamente em partes iguais.

Passos:

1. Considerar os segmentos AB, MN , OP e QR;

2. Traçar uma circunferência com centro em A e raio igual à medida de AB, repe-
tir o procedimento com o compasso centrado em B e marcar C, intersecção das
circunferências construídas. Traçar, a partir de C, as semirretas −→CA e −−→CB;

3. Tomar um pontoM ′ em −→CA de tal forma que, com o compasso centrado nesse ponto
e abertura MN , a circunferência construída interseccione −−→CB em um ponto N ′ e
traçar o segmento M ′N ′;

4. Repetir o processo anterior com a abertura do compasso equivalendo às medidas de
OP e QR. Os segmentos M ′N ′, O′P ′ e Q′R′ são congruentes, respectivamente, aos
segmentos MN , OP e QR;

5. Dividir o segmento Q′R′ no número de partes desejadas (como feito em 1.8);

6. Construir semirretas que unam o ponto C a cada ponto da partição. As intersec-
ções dessas semirretas com cada segmento construído anteriormente determinam a
divisão desejada.
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A Figura 1.9 ilustra os passos da construção.

Figura 1.9: Construção 1.9

1.10 Dados os segmentos AB < MN < OP , dividi-los
simultaneamente em partes proporcionais.

Passos:
1. Os procedimentos para realizar esta construção são idênticos aos realizados em 1.9,

porém, neste caso, particionar o último segmento de forma arbitrária (não necessa-
riamente em partes iguais);

2. Traçar as semirretas determinadas por C e as partições do segmento O′P ′. Os
demais segmentos serão divididos na mesma proporção.

A Figura 1.10 ilustra o passo da construção.

Figura 1.10: Construção 1.10
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Capítulo 2

Ângulos

2.1 Construir ângulos congruentes.
Passos:

1. Considerar um ângulo AB̂C de medida α e uma semirreta −−→DE;

2. Traçar uma circunferência, centrada em B e com uma abertura qualquer do com-
passo, que intercepta os lados do ângulo nos pontos L e M . Traçar outra circunfe-
rência, centrada em D e com mesma medida, cuja intersecção com −−→DE é o ponto
N ;

3. Centrar o compasso em N e, com a abertura do compasso igual à medida de ML,
determinar o ponto O, intersecção com a última circunferência construída;

4. Os pontos O, D e N , determinam o ângulo congruente a AB̂C.

A Figura 2.1 ilustra os passos da construção.

Figura 2.1: Construção 2.1
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2.2 Determinar a bissetriz de um ângulo.
Passos:

1. Considerar um ângulo AB̂C de medida α;

2. Descrever uma circunferência de centro em B com uma abertura qualquer do com-
passo . Marcar os pontos D e E nas semirretas −→BA e −−→BC, obtidos pela intersecção
com a circunferência;

3. Traçar uma circunferência com centro em D e raio maior que a metade da medida
do segmento DE. Determinar uma circunferência com mesmo raio centrada em E.
Marcar o ponto F , resultado da intersecção dessas últimas circunferências;

4. A bissetriz é determinada ao traçar a semirreta −−→BF .

A Figura 2.2 ilustra os passos da construção.

Figura 2.2: Construção 2.2

.

2.3 Determinar a bissetriz de um ângulo cujo vértice
é inacessível.

Passos:

1. Considerar AB e CD, segmentos quaisquer sobre cada lado do ângulo dado;

2. Traçar uma reta r paralela a AB e uma reta s paralela a CD de modo que a distância
de r a AB seja igual a distância de s a CD e marcar o ponto O, intersecção de r e
s;

20



3. Traçar r′, reta perpendicular a r e que passa por A. Considerar P o pé dessa
perpendicular. Determinar analogamente o ponto Q em s;

4. Traçar a bissetriz do ângulo PÔQ.

A Figura 2.3 ilustra os passos da construção.

Figura 2.3: Construção 2.3

2.4 Dado o ângulo reto AB̂C, dividi-lo em três partes
iguais.

Passos:

1. Considerar o ângulo reto ˆABC;

2. Descrever uma circunferência com centro em B e raio arbitrário que interseccione
os lados BA e BC em dois pontos D e E, respectivamente;

3. Descrever outra circunferência com centro em D e o mesmo raio considerado no
item anterior que intercepte a primeira em um ponto F . Repetir o mesmo processo
para o ponto E, sendo G o ponto de intersecção com a primeira circunferência;

4. As semirretas −−→BF e −−→BG dividem o ângulo em três partes iguais.
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Figura 2.4: Construção 2.4

2.5 Construir um ângulo de 30◦.
Passos:

1. Tomar um ângulo reto AB̂C, dividi-lo conforme 2.4. Cada um dos ângulos cons-
truídos mede 30◦.

A Figura 2.5 ilustra os passos da construção.
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Figura 2.5: Construção 2.5

2.6 Construir um ângulo de 45◦.
Passos:

1. Tomar um ângulo reto AB̂C e determinar sua bissetriz conforme 2.2. Cada um dos
ângulos construídos mede 45◦.

A Figura 2.6 ilustra os passos da construção.

Figura 2.6: Construção 2.6
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2.7 Construir um ângulo de 60◦.
Passos:

1. Tomar um ângulo reto AB̂C, dividi-lo conforme 2.4. Considerar dois ângulos adja-
centes para determinar um ângulo de 60◦.

A Figura 2.7 ilustra os passos da construção.

Figura 2.7: Construção 2.7

Observação: As construções 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 também podem ser construídas com
o auxílio dos esquadros. O esquadro isósceles para a construção do ângulo de 45◦ e o
escaleno para a construção dos ângulos de 30◦ e 60◦ sendo que o menor ângulo se opõe
ao menor lado.

2.8 Dados uma reta r e dois pontos A e B no mesmo
semiplano determinado por r, traçar segmentos
que formam ângulos congruentes em relação a r.

Passos:

1. Considerar a reta r e os pontos A e B em um mesmo semiplano determinado por r.
Traçar uma reta s passando por A e perpendicular a r, interceptando-a no ponto
E;

2. Marcar um ponto C sobre s tal que as medidas dos segmentos AE e EC sejam
iguais;

3. Traçar a reta ←→CB que intercepta a reta r em um ponto F ;

4. Traçar a semirreta −→FA. Assim, ˆAFE e ˆCFE são os ângulos congruentes procurados.
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A Figura 2.8 ilustra os passos da construção.

Figura 2.8: Construção 2.8

2.9 Dados um ângulo cujo vértice é inacessível e um
ponto O, traçar uma reta que passe por O e pelo
vértice.

Passos:

1. Considerar AB e CD, segmentos contidos nas semirretas que definem o ângulo em
questão, e O um ponto no interior do mesmo;

2. Traçar, a partir do ponto O, um segmento que interseccione −→AB em um ponto F e
outro segmento que interseccione −−→CD em um ponto E;

3. Traçar o segmento FE. Considerar F ′ e E ′ outros pontos pertencentes às semirretas
que contêm os segmentos AB e CD, respectivamente, tais que

←−→
F ′E ′ e FE sejam

paralelos;

4. Traçar uma reta, passando por F ′, paralela a OF e outra, passando por E ′, paralela
a OE. Determinar O′ a intersecção de tais retas;

5. A reta determinada por O e O′ é a reta procurada.

A Figura 2.9 ilustra os passos da construção.
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Figura 2.9: Construção 2.9

2.10 Descrever um arco capaz de um ângulo α sobre
uma reta dada r.

Passos:
1. Considerar o segmento BA sobre r e a semirreta −−→BC, com C não pertencendo a r,

de modo que o ângulo AB̂C tenha medida α;

2. Traçar a reta s perpendicular a −−→BC passando por B;

3. Determinar a mediatriz t do segmento BA;

4. Marcar O, intersecção de −−→BC e t, que descreve o centro do arco capaz1, cujo raio
1Arco constituído por todos os pontos D do plano tais que o ângulo BD̂A é sempre igual a α, conforme

a figura.
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tem medida equivalente a OB.

A Figura 2.10 ilustra os passos da construção.

Figura 2.10: Construção 2.10
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Capítulo 3

Linhas Curvas

3.1 Determinar o centro de uma circunferência.
Passos:

1. Considerar uma circunferência qualquer;

2. Marcar dois pontos A e B sobre a circunferência;

3. Traçar a mediatriz de AB. Marcar D e E os pontos de intersecção dessa reta com
a circunferência;

4. Marcar O, ponto médio de DE. Esse determina o centro procurado.

A Figura 3.1 ilustra os passos da construção.

28



Figura 3.1: Construção 3.1

3.2 Traçar o diâmetro de uma circunferência cujo
centro é desconhecido.

Passos:

1. Considerar uma circunferência de centro desconhecido;

2. Traçar uma corda qualquer AB;

3. Traçar por B uma reta perpendicular a AB e marcar C ponto de intersecção desta
reta com a circunferência;

4. Traçar o segmento AC. Esse é o diâmetro pedido.

A Figura 3.2 ilustra os passos da construção.
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Figura 3.2: Construção 3.2

3.3 Dados dois pontos e um raio, traçar uma circun-
ferência passando por estes pontos.

Passos:

1. Considerar os pontos A e B e o segmento EF , cuja medida é igual ao raio dado;

2. Traçar o segmento AB e sua mediatriz r;

3. Traçar uma circunferência com centro em B e raio EF . Marcar o ponto H, inter-
secção dessa circunferência com a reta r;

4. Traçar a circunferência com centro em H e raio BH. Essa é a circunferência pedida.

A Figura 3.3 ilustra os passos da construção.
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Figura 3.3: Construção 3.3

3.4 Traçar uma circunferência por três pontos A, B
e C, não colineares.

Passos:

1. Considerar os segmentos AB e BC;

2. Traçar as mediatrizes dos segmentos AB e BC;

3. Marcar O, a intersecção das mediatrizes;

4. Traçar, com centro em O e raio OA, a circunferência pedida.

A Figura 3.4 ilustra os passos da construção.
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Figura 3.4: Construção 3.4

3.5 Dividir um arco em duas partes congruentes.
Passos:

1. Considerar um arco
_

AB, traçar uma circunferência centrada em A e raio maior que
a metade do segmento AB. Com mesmo raio, traçar uma circunferência centrada
em B;

2. Marcar C e D pontos de intersecção das circunferências determinadas no item an-
terior;

3. Marcar o ponto E intersecção da reta←→CD com o arco
_

AB. Esse ponto divide o arco
em duas partes congruentes.

A Figura 3.5 ilustra os passos da construção.
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Figura 3.5: Construção 3.5

3.6 Retificar uma circunferência.
Passos:

1. Considerar uma circunferência de centro O;

2. Traçar dois diâmetros perpendiculares, AB e CD;

3. Dividir o arco
_

AC em três partes congruentes, a partir de A, tome o primeiro ponto
da partição, seja este E;
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4. Transcrever o segmento, sobre uma reta, cuja medida é 7 vezes a medida de AE.
Tem-se assim a retificação1 da circunferência dada. Observamos que, quanto maior
o número de partição do arco

_

AC, mais aproximada será a retificação da mesma,
uma vez que este problema é insolúvel do ponto de vista da geometria descritiva.

A Figura 3.6 ilustra os passos da construção.

Figura 3.6: Construção 3.6

Observação: A retificação de uma circunferência é um processo aproximado, a cons-
trução aqui descrita é creditada a Arquimedes.

3.7 Retificar um arco menor que um quadrante.
Passos:

1. Considerar um arco
_

AB de centro O;

2. Traçar uma reta r passando por O e A. Marcar C sobre a reta r tal que OC tenha
a mesma medida de OA;

3. Dividir OA em quatro partes iguais;

4. Traçar DC sobre r (D /∈ CA) de modo que DC seja igual a 3
4 de OA;

5. Traçar a reta s passando por D e B;

6. Traçar uma reta perpendicular t à r passando por A;

7. Marcar H igual a s ∩ t;

8. O segmento AH é a retificação do arco desejado.

A Figura 3.7 ilustra os passos da construção.
1Segmento de reta cuja medida é igual ao comprimento da circunferência.
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Figura 3.7: Construção 3.7

3.8 Dividir uma circunferência em 2, 4, 8, . . . arcos con-
gruentes.

Passos:

1. Considerar uma circunferência de centro 0 e traçar o diâmetro AB. Esse a divide
em duas partes congruentes;

2. Traçar o diâmetro CD perpendicular ao diâmetro AB. Assim divide-se a circunfe-
rência em quatro partes congruentes;

3. Para dividir a circunferência em 8, 16, . . . partes congruentes, basta particionarmos
indutivamentes os arcos obtidos em duas partes congruentes.

A Figura 3.8 ilustra os passos da construção.
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Figura 3.8: Construção 3.8

3.9 Dividir uma circunferência em 3, 6, 12, . . . arcos con-
gruentes.

Passos:

1. Considerar uma circunferência qualquer de centro O e traçar um diâmetro qualquer
AB;

2. Traçar a mediatriz de OA e marcar C e D pontos de intersecção da mediatriz
com a circunferência. Os pontos B, C e D dividem a circunferência em três arcos
congruentes;

3. Traçar a mediatriz de OB e marcar E e F pontos de intersecção da mediatriz com
a circunferência. Assim divide-se a circunferência em seis partes congruentes. Para
dividir em 12 e 24 arcos congruentes, utilizar a construção ??, assim serão divididos
na metade todos os arcos obtidos no passo dois.

A Figura 3.9 ilustra os passos da construção.

Figura 3.9: Construção 3.9

3.10 Dividir uma circunferência em 9, 18, 36, . . . arcos
congruentes.

Passos:

1. Considerar uma circunferência centrada em O, considerar AB e CD diâmetros per-
pendiculares entre si;
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2. Traçar uma circunferência com centro em B e raio BO, onde E é a intersecção do
arco

_

CB com a circunferência de centro B;

3. Traçar uma circunferência com centro em A e raio AE, marcar F a intersecção da
circunferência com o prolongamento do diâmetro DC;

4. Traçar uma circunferência com centro em F e raio FB, marcar H que é o ponto de
intersecção com o diâmetro CD;

5. Repetindo sucessivamente a medida do segmento HD sobre a circunferência, ela
será dividida em 9 partes iguais;

6. Dividir o segmento HD ao meio. Assim, a circunferência será dividida em 18 partes
iguais, e assim por diante.

A Figura 3.10 ilustra os passos da construção.

Figura 3.10: Construção 3.10

3.11 Dividir uma circunferência em 15, 30, 60, . . . arcos
congruentes.

Passos:

1. Considerar uma circunferência de centro O, traçar os diâmetros AB e CD perpen-
diculares entre si;
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2. Descrever uma circunferência com centro em D e raio DO, que intercepta a circun-
ferência dada em E e F ;

3. Traçar o segmento EF ;

4. Marcar o ponto G intersecção do segmento EF com o diâmetro CD;

5. Descrever o arco com centro em D e raio DG e entre os pontos D e F que intercepta
a circunferência em um ponto H;

6. Traçar o segmento HA que intercepta o diâmetro CD em I;

7. Descrever a circunferência com centro em D e raio DI, que intercepta a circunfe-
rência dada em K e L;

8. Repetindo sucessivamente a medida do segmento DK sobre a circunferência, ela
será dividida em 15 partes iguais. Divida o segmento DK ao meio e tem - se a
circunferência dividida em 30 partes iguais e assim por diante.

A Figura 3.11 ilustra os passos da construção.

Figura 3.11: Construção 3.11
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Capítulo 4

Triângulos

4.1 Triângulo qualquer
Polígono que possui três lados.

4.1.1 Construir um triângulo sendo dado os três lados.
Passos:

1. Considerar três segmentos de medidas quaisquer AB, CD e EF ;

2. Traçar uma circunferência de centro em A e raio com mesma medida do segmento
AB. Traçar uma circunferência de centro em A e raio com mesma medida do
segmento CD;

3. Traçar uma circunferência de centro em B e raio com mesma medida do segmento
EF ;

4. Determinar o ponto G, sendo a interseção das circunferências de raio CD e EF
construídas. O triângulo obtido é formado pelos pontos A, B e G.

A Figura 4.1 ilustra os passos da construção.

Figura 4.1: Construção 4.1
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4.1.2 Construir um triângulo dado dois lados e o ângulo formado
por eles.

Passos:

1. Considerar AB, CD os segmentos e α o ângulo formado entre eles;

2. Transportar o segmento AB para uma reta r qualquer;

3. Transportar o ângulo α para o ponto A;

4. Com raio de mesma medida do segmento CD e centro em A, marque o ponto E
sobre o lado do ângulo α diferente do lado AB. O triângulo desejado é formado
pelos pontos A, B e E.

A Figura 4.2 ilustra os passos da construção.

Figura 4.2: Construção 4.2

4.1.3 Dados dois lados de medida AB e CD e uma altura de
medida MN , construir um triângulo.

Passos:

1. Considerar o segmento FG, de mesma medida que o segmento AB, sobre uma reta
r qualquer.
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2. Marcar um ponto H qualquer sobre o segmento FG e traçar uma reta s perpendi-
cular a r passando por H;

3. Marcar um ponto I sobre s tal que a medida de HI seja igual a medida de MN ;

4. Traçar uma reta t passando pelo ponto I, sendo paralela a reta r;

5. Traçar uma circunferência com centro em G e raio de mesma medida do segmento
CD e que intercepta t nos pontos J e K;

6. Os triângulos FGJ e FGK resolvem o problema.

A Figura 4.3 ilustra os passos da construção.

Figura 4.3: Construção 4.3

Observação: Quando as medidas dos segmentos: CD < MN o problema não terá
solução. Se CD > MN o problema terá duas soluções. Se CD = MN o problema terá
uma única solução.

4.1.4 Construir um triângulo conhecendo-se dois lados e uma
mediana.

Passos:
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1. Considerar dois segmentos de medidas quaisquer AB e CD que serão os lados do
triângulo e o segmento EF de medida qualquer que será a mediana;

2. Determinar o ponto médio G do segmento AB. Construir a circunferência de centro
G e raio da mesma medida da mediana EF ;

3. Traçar a circunferência com centro em A e raio da mesma medida do segmento CD;

4. Marcar o ponto H, que é a intersecção das duas circunferências. Unindo os pontos
A, B e H tem-se o triângulo desejado.

A Figura 4.4 ilustra os passos da construção.

Figura 4.4: Construção 4.4

4.1.5 Construir um triângulo conhecendo-se um lado AB e duas
alturas AC e BD.

Passos:

1. Considere os seguimentos AB, AC, BD. Traçar a circunferência de centro A e raio
AC;

2. Traçar uma circunferência de raio AB, com centro em A;

3. Marcar um ponto qualquer B sobre essa circunferência;

4. Com centro em B e raio de mesma medida do segmento BD, determinar outra
circunferência;

5. Traçar, por A, retas tangentes a circunferência de centro B;

6. Traçar, por B, retas tangentes a circunferência de centro A e raio AC;

7. Marcar os pontos E e F , intersecção das retas tangentes;

8. Os triângulos ABE e ABF resolvem o problema.
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A Figura 4.5 ilustra os passos da construção.

Figura 4.5: construção 4.5

4.1.6 Construir um triângulo conhecendo-se os pés das alturas.
Passos:

1. Considerar os pontos A, B e C pés das alturas1

2. Traçar as retas r passando por A e B, s passando por B e C e t passando por A e
C;

3. Traçar as bissetrizes dos ângulos externos do triângulo, que encontram-se nos pontos
D, E e F ;

4. Os pontos DEF definem o triângulo pedido.

A Figura 4.6 ilustra os passos da construção.
1Ponto onde a altura encontra a base.
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Figura 4.6: Construção 4.6

4.1.7 Construir um triângulo conhecendo-se as três medianas
MI, NH e PG

Passos:

1. Considerar MI, NH e PG três medianas;

2. Construir um triângulo ABC cujos lados sejam iguais a medida de 2
3 de cada me-

diana: AB igual a 2
3 de MI, AC igual a 2

3 de NH e BC igual a 2
3 de PG. Para

isso utilize as construções 1.9 e 4.1.1;

3. Determinar as retas ←→DB e ←→DC paralelas aos lados AC e AB, respectivamente, e
traçar o triângulo CDB;

4. Traçar a reta ←→AD e marcar o ponto E intersecção da reta ←→AD com o segmento BC;

5. Traçar com, centro em E, uma circunferência de raio PG e marcar um ponto F
qualquer sobre a circunferência, tal que F seja distinto de A e D. Ao unir os pontos
A, D e F , se tem triângulo procurado.

A Figura 4.7 ilustra os passos da construçâo.
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Figura 4.7: Construçâo 4.7

4.1.8 Determinar o incentro de um triângulo.
Passos:

1. Considerar um triângulo ABC. Traçar as bissetrizes de cada ângulo interno ao
triângulo;

2. O encontro dessas bissetrizes O, é o incentro2 procurado.

A Figura 4.8 ilustra os passos da construção.

Figura 4.8: Construção 4.8

2Ponto interno de um triângulo que equidista de seus lados.
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4.1.9 Construir um triângulo dados dois lados e um ângulo.
Passos:

1. Considerar a e b as respectivas medidas dos lados dados e α o ângulo;

2. Traçar um segmento AB de medida a sobre uma reta r;

3. Transpor sobre AB um ângulo congruente à α, com centro em B, contido em um
dos semiplanos determinados por r. Traçar a semirreta s determinada pelo ângulo
construído, tal que s não seja a semirreta que está sobre r;

4. Traçar uma circunferência de raio b com centro em B e marcar C ponto de inter-
secção com s. Fica assim determinado o triângulo ABC nas condições descritas.

A Figura 4.9 ilustra os passos da construção.

Figura 4.9: Construção 4.9

4.1.10 Construir um triângulo dados um lado, uma altura rela-
tiva a ele e um ângulo.

Passos:

1. Considerar AB o lado, h a medida da altura e α o ângulo;
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2. Traçar a reta r determinada por AB. Transportar o ângulo α para A, sendo s a
semirreta que forma o ângulo α com r;

3. Traçar uma reta t perpendicular a r passando por B e marcar o ponto D nela,
contido no mesmo semiplano que s, tal que BD seja igual a altura h;

4. Traçar uma reta paralela a reta r passando por D e marcar C sua intersecção com
s. O triângulo ABC é o pedido.

A Figura 4.10 ilustra os passos da construçâo.

Figura 4.10: Construçâo 4.10

4.1.11 Construir um triângulo dado um lado, um ângulo adja-
cente e a diferença dos outros dois lados.

Passos:

1. Seja AB o lado dado, α o ângulo adjacente e d a diferença enunciada;

2. Transportar sobre AB um ângulo com vértice em A congruente a α. Traçar a
semirreta r determinada pelo ângulo construído no item anterior, tal que r não seja
a semirreta que passa por AB;

3. Determinar uma circunferência com centro em A e raio d e considerar o ponto D de
intersecção com r;
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4. Traçar a mediatriz do segmento BD e determinar a intersecção C desta reta com a
semirreta r. O triângulo ABC é o triângulo procurado.

A Figura 4.11 ilustra os passos da construção.

Figura 4.11: Construção 4.11

4.1.12 Construir um triângulo conhecendo-se um lado, um ân-
gulo adjacente a ele e a soma dos outros dois lados.

Passos:

1. Considerar o lado AB, α o ângulo e s a soma dos dois outros lados;

2. Traçar a reta r determinada por AB;

3. Transportar o ângulo α a partir de A;

4. Na semirreta t que compõe o ângulo α e não contêm AB, marcar C tal que AC seja
igual a s;

5. Traçar a mediatriz de BC e marcar o ponto D a intersecção da mediatriz com t;

6. Os pontos A,D e B determinam o triângulo pedido.
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A Figura 4.12 ilustra os passos da construção.

Figura 4.12: Construção 4.12

4.1.13 Construir um triângulo dados um lado, o ângulo oposto
a ele e a diferença dos outros dois lados.

Passos:

1. Considerar o lado AB, α o ângulo e d a diferença dos outros dois lados;

2. Construir um ângulo CD̂E reto sobre uma reta r qualquer;

3. Traçar um ângulo β (que não sobreponha ED̂C) com vértice D sobre o lado CD,
cuja medida é metade do ângulo α;

4. Marcar F na semirreta que compõe o ângulo β e não contêm o ponto C, tal que
DF seja igual a d;

5. Marcar o ponto G da intersecção da cinrcunferência com centro em F e raio igual
ao segmento AB com a reta r. Traçar o segmento FG;

6. Determinar a mediatriz do segmento DE;

7. Marcar o ponto H de intersecção da mediatriz com o prolongamento do segmento
FD;

8. Os pontos F ,G e H determinam o triângulo pedido.

A Figura 4.13 ilustra os passos da construção.
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Figura 4.13: Construção 4.13

4.1.14 Construir um triângulo dados a medida de um lado, o
ângulo oposto a ele e a soma dos outros dois lados.

Passos:

1. Considerar l a medida do lado dado, α o ângulo oposto a este lado e s a soma dos
outros dois lados;

2. Marcar um ponto O sobre uma reta r e com vértice neste ponto transpor um ângulo
congruente a metade do ângulo α sobre r;

3. Traçar a semirreta t com origem em O determinada pelo ângulo construído no item
anterior tal que t não seja a semirreta que está sobre r;

4. Traçar uma circunferência com centro em O e raio l e marcar o ponto A intersecção
dela com a semirreta t;

5. Traçar uma circunferência com centro em A e raio s e marcar o ponto B intersecção
desta com a reta r. Traçar a mediatriz do segmento OB e marcar o C a intersecção
com a semirreta t;

6. O triângulo determinado pelos pontos A,B,C é o triângulo procurado.

A Figura 4.14 ilustra os passos da construção.
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Figura 4.14: Construção 4.14

4.1.15 Construir um triângulo sendo dados a base, a altura e o
ângulo oposto à base dada.

Passos:

1. Considerar a a medida da base dada, h a medida da altura e α o ângulo;

2. Traçar uma reta r qualquer e marcar sobre ela o segmento AB de medida a;

3. Transportar o ângulo α para B tendo assim o ângulo AB̂K;

4. Marcar M o ponto médio de AB e traçar por M uma reta s perpendicular ao
segmento AB;

5. Traçar uma reta t perpendicular a BK passando por B;

6. Marcar F ponto de intersecção das retas s e t. Traçar uma circunferência de centro
M e raio h, marcando D a intersecção desta com a reta s;

7. Traçar uma reta u paralela a reta r, passando por D;

8. Traçar uma circunferência com centro em F e raio AF e marcar C ponto de inter-
seccção da circunferência com a reta u;

9. Os pontos A,B,C determinam o triângulo procurado.

A Figura 4.15 ilustra os passos da construção.
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Figura 4.15: Construção 4.15

Observação: O triângulo ABC ′ também satisfaz o problema.

4.1.16 Construir um triângulo conhecendo um ângulo BÂC e
dois segmentos de medidas DE e FG que correspondem
as alturas.

Passos:

1. Considerar DE e FG os segmentos dados e α a medida do ângulo BÂC. Sobre r ,
uma reta qualquer, transportar o ângulo dado CÂB, de modo que o segmento AB
esteja sobre r e o segmento AC sobre s, onde s é a semirreta suporte de AC;

2. Traçar duas retas t e v, passando por A, perpendiculares à reta r e a semirreta s,
respectivamente;

3. A partir de A, sobre a reta t, em um dos semiplanos determinados por r, marcar N
tal que a medida de AN seja igual a medida de DE, e sobre v, no mesmo semiplano
de origem r, marcar H tal que a medida de AH seja igual à medida de FG;

4. Traçar, por N , uma reta paralela à AC e por H uma outra reta paralela à AB;

5. Marcar o ponto Q, intersecção das paralelas traçadas. Marcar os pontos X e Y ,
tal que X seja a interseccção das semirretas suportes dos segmentos AB e NQ e,
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Y seja a interseccção da semirreta s com a reta suporte de HQ. Os pontos A,X,Y
determinam o triângulo procurado.

A Figura 4.16 ilustra os passos da construção.

Figura 4.16: Construção 4.16

4.1.17 Construir um triângulo conhecendo-se os dois ângulos da
base e sua altura relativa.

Passos:

1. Considerar α e β os ângulos dados e h a altura;

53



2. Traçar uma reta r e marcar um ponto H qualquer sobre ela. A partir de H, traçar
um segmento AH perpendicular a reta r, de modo que AH tenha a mesma medida
de h;

3. Marcar sobre r, dois pontos quaisquer D e E. Transportar os ângulos α e β para
esses pontos, respectivamente, e traçar as semirretas s e t que os definem;

4. Traçar, por A, retas paralelas a s e t. Marcar os pontos B e C, intersecções das
paralelas com a reta r. Os pontos A,B e C definem o triângulo procurado.

A Figura 4.17 ilustra os passos da construção.

Figura 4.17: Construção 4.17

4.1.18 Construir um triângulo conhecendo o raio da circunfe-
rência que o circunscreve e os ângulos formados entre
um dos vértices do triângulo e a reta tangente a ele.

Passos:

1. Considerar os ângulos α e β e um raio l;

2. Traçar uma circunferência de raio l, marcando o ponto A como seu centro e um
ponto B qualquer sobre ela;

3. Traçar uma reta r tangente a circunferência passando por B;
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4. Transportar o ângulo α sobre a reta r com vértice em B de modo que o ângulo
fique no mesmo semiplano da circunferência. Traçar a semirreta s, definida por α,
e marcar o ponto C, intersecção dessa com a circunferência;

5. Transportar o ângulo β sobre a reta r com vértice em B de modo que o ângulo fique
no mesmo semiplano da circunferência e que β não ocupe o mesmo espaço que α.
Traçar a semirreta t, definida por β, e marcar o ponto D, intersecção dessa com a
circunferência;

6. Os pontos B,C e D determinam o triângulo procurado.

A Figura 4.18 ilustra os passos da construção.

Figura 4.18: Construção 4.18

4.1.19 Construir um triângulo dados dois ângulos adjacentes a
um lado.

Passos:

1. Considerar o segmento AB como sendo o lado dado e α e β os ângulos adjacentes
a este lado;

2. Traçar a semirreta r com origem em A determinada pelo ângulo α tal que r não
passe por AB;

3. Traçar a semirreta s com origem em B determinada pelo ângulo β tal que s não
passe por AB;

4. Marcar o ponto C, intersecção de r e s. O triângulo ABC é o procurado.

A Figura 4.19 ilustra os passos da construção.
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Figura 4.19: Construção 4.19

4.1.20 Construir um triângulo sendo dados dois ângulos e o lado
oposto a um deles.

Passos:

1. Considerar os ângulos α, oposto ao lado dado, β, adjacente ao lado dado, e o lado
de medida l. Traçar uma reta r e marcar dois pontos A e B quaisquer sobre ela;

2. Transportar o ângulo β para o ponto A formando o ângulo BÂE, sendo E um ponto
sobre a semirreta que define o ângulo β com r;

3. Tomar um ponto F arbitrário na reta r e transportar o ângulo α para F tendo assim
o ângulo AF̂G;

4. Traçar o segmento AH sobre AE, de modo que tenha a mesma medida de a;

5. Traçar uma reta s paralela ao segmento FG passando por H e marcar I ponto de
intersecção de r e s;

6. Os pontos A, H, I determinam o triângulo pedido.

A Figura 4.20 ilustra os passos da construção.
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Figura 4.20: Construção 4.20

4.1.21 Traçar a altura de um triângulo qualquer ABC dado.
Passos:

1. Considerar o segmento AB como base, traçar por C uma reta r, perpendicular a
base e marcar o ponto D, a intersecção de r com AB ou seu prolongamento. O
segmento CD é a altura relativa ao lado AB.

A Figura 4.20 ilustra os passos da construção.

Figura 4.21: Construção 4.21

4.2 Triângulos Equiláteros
Triângulo que possui três lados congruentes.
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4.2.1 Construir um triângulo equilátero, sendo dada a medida
de um lado.

Passos:

1. Considerar l a medida do lado;

2. Traçar uma reta t e marcar A e B sobre t de modo que a medida de AB seja igual
a medida de l;

3. Traçar uma circunferência de raio l com centro em A e depois outra com centro em
B;

4. Marcar o ponto C, intersecção das circunferências. Os pontos A, B e C determinam
o triângulo procurado.

A Figura 4.22 ilustra os passos da construção.

Figura 4.22: Construção 4.22

4.2.2 Construir um triângulo equilátero dada a altura.
Passos:

1. Considerar h a medida da altura dada;
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2. Descrever uma circunferência c1 de raio arbitrário com centro em um ponto A qual-
quer. Com mesmo raio, descrever uma circunferência c2 centrada em um ponto O
de c1;

3. Marcar os pontos P e Q obtidos da intersecção de c1 com c2;

4. Determinar r e s as semirretas com origem em A e que passam por O e P , respec-
tivamente;

5. Traçar t a bissetriz do ângulo ÔAP e sobre t tomar um ponto M interior ao ângulo
em questão, tal que a medida do segmento AM seja igual a medida de h;

6. Traçar uma reta u perpendicular a t passando porM e marcar as intersecções B e C
desta reta com r e s, respectivamente. Os pontos A, B e C determinam o triângulo
pedido.

A Figura 4.23 ilustra os passos da construção.

Figura 4.23: Construção 4.23

4.3 Triângulo Isósceles
Triângulo que possui dois lados congruentes.

4.3.1 Construir um triângulo isósceles conhecendo-se a altura e
o ângulo do vértice relativo a essa altura.

Passos:

1. Considerar h a altura do triângulo e α o ângulo do vértice;

2. A partir de um ponto A qualquer, transportar um ângulo congruente a α e traçar
as semirretas com origem em A e determinadas por α. Depois, traçar a bissetriz do
ângulo α e, sobre ela, marcar um ponto N de forma que a medida de segmento AN
seja igual a medida de h;
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3. Traçar a reta s, perpendicular à bissetriz, passando por N ;

4. Marcar os pontos B e D, intersecções das semirretas que definem o ângulo α com a
reta s. Os pontos A, B e D determinam o triângulo procurado.

A Figura 4.24 ilustra os passos da construção.

Figura 4.24: Construção 4.24

4.3.2 Construir um triângulo isósceles dadas a base e a altura
relativa a ela.

Passos:

1. Considerar AB a base dada e h a medida da altura;

2. Marcar M , ponto médio de AB e por ele, traçar uma reta t perpendicular a AB;

3. Considerar o ponto C, sobre a reta t, tal que a medida do segmento MC seja igual
a medida de h. Os pontos A,B e C determinam o triângulo pedido.

A Figura 4.25 ilustra os passos da construção.
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Figura 4.25: Construção 4.25

4.3.3 Construir um triângulo isósceles conhecendo-se a medida
da base e do raio do círculo nele inscrito.

Passos:

1. Considerar b a medida da base e r1 o raio de modo que a medida de r1 seja menor
que a metade da medida da base b. Traçar uma reta r e marcar A e B sobre r de
modo que a medida de AB seja igual a medida de b;

2. Marcar M ponto médio de AB e traçar por M a reta s perpendicular a r. Marcar
N em s de modo que a medida de NM seja igual a medida de r1;

3. Traçar a circunferência c com centro em N e raio NM ;

4. Com centro em A e raio AM traçar uma circunferência que intercepta c em P ;

5. Com centro em B e raio AM traçar uma circunferência que intercepta c em Q;

6. Traçar as retas, t passando por A e P e, u passando por B e Q;

7. Marcar C intersecção de t e u;

8. Os pontos A,B e C determinam o triângulo pedido.

A Figura 4.26 ilustra os passos da construção.
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Figura 4.26: Construção 4.26

4.3.4 Construir um triângulo isósceles conhecendo-se a base e o
raio do círculo circunscrito.

Passos:

1. Considerar uma circunferência de raio r1 e l a medida da base dada, de modo que l
seja menor que 2r1;

2. Traçar uma corda AB de medida l na circunferência;

3. Traçar a mediatriz de AB e em seguida, marcar C e D intersecções da mediatriz
com a circunferência. Os pontos A, B e C determinam o triângulo pedido.

A Figura 4.27 ilustra os passos da construção.
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Figura 4.27: Construção 4.27

4.3.5 Construir um triângulo isósceles conhecendo-se a base e o
ângulo oposto a ela.

Passos:

1. Considerar AB a base e α o ângulo;

2. Construir o arco capaz de α com relação ao segmento AB;

3. Traçar a mediatriz do segmento AB e marcar C o ponto de intersecção dela com o
arco capaz já construído. Os pontos A, B e C determinam o triângulo pedido.

A Figura 4.28 ilustra os passos da construção.

Figura 4.28: Construção 4.28

4.3.6 Construir um triângulo isósceles conhecendo-se a altura e
o ângulo oposto a base.

Passos:

1. Considerar h a medida da altura e r uma semirreta com origem em um ponto A.
Considerar também α o ângulo dado;

2. Transpor sobre r o ângulo α com vértice em A;

3. Traçar a bissetriz do ângulo α e sobre ela, marcar um segmento AN de medida h;

4. Traçar por N uma reta s perpendicular à bissetriz;

5. Marcar os pontos B e C, obtidos pela intersecção da reta s com os lados do ângulo
α;

6. Os pontos A, B e C determinam o triângulo pedido.

63



A Figura 4.29 ilustra os passos da construção.

Figura 4.29: Construção 4.29

4.4 Triângulo Retângulo

4.4.1 Construir um triângulo retângulo isósceles sendo dada sua
altura.

Passos:

1. Considerar h a medida da altura do triângulo. Em uma reta r, marcar pontos A e
B de modo que o segmento AB tenha medida h;

2. Traçar uma reta s perpendicular a r passando por A e marcar o ponto C nessa reta
de modo que o segmento AC tenha a mesma medida da altura;

3. Os pontos A, B e C determinam o triângulo pedido.

A Figura 4.30 ilustra os passos da construção.

Figura 4.30: Construção 4.30

4.4.2 Construir um triângulo retângulo sendo dados a hipote-
nusa e um ângulo agudo.

Passos:
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1. Considerar AB a hipotenusa e α o ângulo agudo;

2. Determinar uma circunferência cujo raio seja metade de AB;

3. Construir uma semirreta r com origem em A, tal que, junto com o segmento AB,
determina um ângulo congruente a α;

4. Marcar o ponto C na circunferência descrita, obtido pela intersecção com a semirreta
r. Sendo assim, os pontos A, B e C determinam o triângulo procurado.

A Figura 4.31 ilustra os passos da construção.

Figura 4.31: Construção 4.31

4.4.3 Construir um triângulo retângulo sendo dadas as medidas
h da hipotenusa e c de um dos seus catetos.

Passos:

1. Considerar h a medida da hipotenusa e c a medida de um dos catetos. Em seguida,
construir um segmento de comprimento fixo AB de medida h;

2. Determinar M ponto médio de AB. Com centro em M , traçar uma circunferência
de raio MA;

3. Determinar outra circunferência com centro em A e raio c, na qual um dos pontos
de intersecção com a primeira circunferência é C. Assim, os pontos A, B e C
determinam o triângulo pedido.
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A Figura 4.32 ilustra os passos da construção.

Figura 4.32: Construção 4.32
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Capítulo 5

Quadriláteros

5.1 Quadrado

5.1.1 Construir um quadrado dado um lado.
Passos:

1. Considerar o lado AB. Traçar a partir de A uma reta r perpendicular a AB. No
mesmo sentido da reta r, traçar uma reta s perpendicular a AB passando por B;

2. Descrever uma circunferência com centro no ponto A e raio de medida igual ao
segmento AB, em seguida, marcar o ponto C de intersecção com a reta r;

3. Descrever uma circunferência com centro no ponto B e raio de medida igual ao
segmento AB, em seguida, marcar o ponto D de intersecção com a reta s;

4. Os pontos A, B, D e C definem o quadrado procurado.

A Figura 5.1 ilustra os passos da construção.
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Figura 5.1: Construção 5.1

5.1.2 Construir um quadrado dada sua diagonal.
Passos:

1. Considerar AB a diagonal dada. Marcar o seu ponto médio M e traçar uma reta
perpendicular r à AB passando pelo ponto M ;

2. Descrever uma circunferência com centro no ponto M e raio de medida igual ao
segmento MA, que intercepta a reta r nos pontos C e D;

3. Os pontos A, C, B e D determinam o quadrado pedido.

A Figura 5.2 ilustra os passos da construção.

Figura 5.2: Construção 5.2

5.1.3 Construir um quadrado dado o apótema.
Passos:
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1. Considerar o segmento HI o apótema1 de um quadrado. Traçar a reta r perpendi-
cular a HI na extremidade H;

2. Traçar uma circunferência com raio de medida HI e centro H, que intercepta a reta
r nos pontos A e B;

3. Traçar retas, s e t, perpendiculares a reta r nas extremidades A e B, respectiva-
mente;

4. Com centro nos pontos A e B e raio de medida igual ao segmento AB, marcar
os pontos C e D sobre as retas s e t, respectivamente. Os pontos A, B, D e C
determinam o quadrado pedido.

A Figura 5.3 ilustra os passos da construção.

Figura 5.3: Construção 5.3

5.2 Losango

5.2.1 Construir um losango sendo dados um lado e uma diago-
nal.

Passos:

1. Considerar AB a diagonal dada e l a medida do lado, tal que l seja maior que a
metade de AB;

2. Descrever circunferências de raio igual a l com centros nos pontos A e B. Em
seguida, marcar C e D pontos de intersecção dessas circunferências;

1O apótema de um quadrado é o segmento que liga o seu centro ao ponto médio de um de seus lados.
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3. Os pontos A, C, B e D determinam o losango pedido.

A Figura 5.4 ilustra os passos da construção.

Figura 5.4: Construção 5.4

5.2.2 Construir um losango sendo dados um ângulo e um lado.
Passos:

1. Considerar α o ângulo dado e l a medida do lado;

2. Construir um ângulo α′ congruente ao ângulo α sobre uma semirreta r com origem
em um ponto A, tal que os lados de α′ sejam r e s. Com centro no ponto A e raio l
traçar uma circunferência e marcar o ponto B sobre a semirreta r e o ponto C sobre
a semirreta s, obtidos da intersecção com essa circunferência;

3. Com centro nos pontos B e C, e abertura do compasso medindo l, descrever duas
circunferências que se interceptam em D. Os pontos A, B, C e D determinam o
losango pedido.

A Figura 5.5 ilustra os passos da construção.

Figura 5.5: Construção 5.5

5.2.3 Construir um losango dadas suas diagonais.
Passos:

1. Considerar d1 e d2 as medidas das diagonais;

2. Traçar um segmento AB de medida d1 sobre uma semirreta r, com origem em um
ponto A;

3. Determinar o ponto médio M de AB e traçar a reta s perpendicular ao segmento
AB passando por esse ponto;
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4. Traçar uma circunferência com centro em M e raio igual a metade de d2 que inter-
cepta s em C e D. Os pontos A, C, B e D determinam o losango pedido.

A Figura 5.6 ilustra os passos da construção.

Figura 5.6: Construção 5.6

5.3 Trapézio Isósceles
Um trapézio isósceles é aquele cujos lados opostos não paralelos são iguais.

5.3.1 Construir um trapézio isósceles, sendo dados dois lados e
um ângulo formado por eles.

Passos:

1. Considerar l1 e l2 as medidas dos lados contíguos2 e α o ângulo dado;

2. Traçar os segmentos AC e AB de medidas l1 e l2, respectivamente, de modo que
formem o ângulo α′ congruente ao ângulo α;

3. Traçar uma semirreta r, com origem no ponto B, de modo que o ângulo entre AB
e r seja congruente ao ângulo α;

2Lados contíguos são lados adjacentes.
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4. Marcar o ponto D, sobre r, tal que BD tenha comprimento l1. Os pontos A, B, D
e C determinam o trapézio isósceles pedido.

A Figura 5.7 ilustra os passos da construção.

Figura 5.7: Construção 5.7

5.4 Paralelogramo
Paralelogramo é um polígono de quatro lados (quadrilátero) cujos lados opostos são pa-
ralelos.

5.4.1 Construir um paralelogramo sendo dados dois lados e o
ângulo formado por eles.

Passos:

1. Considerar l1 e l2 as medidas dos lados e α o ângulo;

2. Traçar o segmento AB de medida l2;

3. Transportar o ângulo α na extremidade A tal que os lados do ângulo sejam AB e r;

4. Marcar o ponto D, sobre a semirreta r, de modo que AD tenha medida l1;
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5. Traçar, por D e B, retas s e t paralelas a AB e r, respectivamente. Marcar o ponto
C de intersecção de s e t;

6. Os pontos A, B, C e D determinam o paralelogramo pedido.

A Figura 5.8 ilustra os passos da construção.

Figura 5.8: Construção 5.8
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Capítulo 6

Outros Polígonos

6.1 Pentágono
Pentágono é um polígono de cinco lados.

6.1.1 Construir um pentágono regular.
Passos:

1. Descrever uma circunferência c de centro O e raio qualquer e marcar dois diâmetros
AB e CD perpendiculares entre si;

2. Encontrar o ponto médio M do segmento AO. Com centro no ponto M e raio MA,
descrever uma circunferência;

3. Unir os pontos M e C e marcar o ponto E, intersecção da circunferência com o
segmento MC;

4. Descrever uma circunferência com centro no ponto C e raio CE, que intercepta a
circunferência c nos pontos F e G;

5. O segmento FG é o lado do pentágono regular. Com centro no ponto G e raio de
medida igual ao segmento FG, marcar o ponto H sobre a circunferência c. Com
centro no ponto H e raio anterior, marcar o ponto I. Com centro no ponto I e
mesmo raio, marcar o ponto J ;

6. Assim, os pontos F , G, H, I e J determinam o pentágono procurado.

A Figura 6.1 ilustra os passos da construção.
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Figura 6.1: Construção 6.1

6.1.2 Construir um pentágono regular sendo dado um lado.
Passos:

1. Considerar l a medida do lado. Traçar o segmento AB de medida l;

2. Descrever duas circunferências c1 e c2 com centros em A e B e raio l, que se inter-
ceptam nos pontos C e D, respectivamente. Traçar por C e D uma semirreta r com
origem em D;

3. Descrever uma circunferência c3 com centro no ponto D e raio l, que intercepta as
duas anteriores nos pontos E e F ;

4. Marcar o ponto G, intersecção da circunferência c3 com a semirreta r. Traçar as
retas s, passando por E e G, e t, passando por F e G;

5. Marcar o ponto H de intersecção de c1 com t tal que F − G − H 1. Marcar I
intersecção de c2 com s tal que E −G− I;

6. Traçar uma circunferência c4 de raio l e centro em H. Traçar uma circunferência c5
de raio l e centro em I;

7. Marcar J intersecção de c4 com r tal que G− C − J ;

8. Os pontos A, B, I, J e H determinam o pentágono pedido.

A Figura 6.2 ilustra os passos da construção.
1O ponto G está entre os pontos F e H.
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Figura 6.2: Construção 6.2

6.2 Hexágono
Hexágono é um polígono de seis lados.

6.2.1 Construir um hexágono.
Passos:

1. Descrever uma circunferência c de centro O e raio qualquer;

2. Marcar o seu diâmetro AB;

3. Descrever a circunferência c1, com centro no ponto A e raio AO, que intercepta
a circunferência c nos pontos C e E. Do mesmo modo, com centro no ponto B
e mesmo raio, descrever a circunferência c2 que intercepta a circunferência c nos
pontos D e F ;

4. O hexágono ACDBFE é o pedido.

A Figura 6.3 ilustra os passos da construção.
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Figura 6.3: Construção 6.3

6.2.2 Construir um hexágono sendo dado um lado.
Passos:

1. Considerar o lado AB, descrever duas circunferências: uma com centro em A e raio
AB e outra com centro em B e mesmo raio. Marcar O uma das intersecções dessas
circunferências;

2. Descrever a circunferência c, com centro em O e raio AB, que passa por A e B. A
partir de A e com raio AB, marcar em c os pontos C, D, E e F de modo a dividi-la
em seis partes iguais;

3. Os pontos A, B, C, D, E e F definem o hexágono pedido.

A Figura 6.4 ilustra os passos da construção.
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Figura 6.4: Construção 6.4

6.2.3 Construir um hexágono a partir de um triângulo equilá-
tero.

Passos:

1. Considerar ABC um triângulo equilátero;

2. Dividir cada lado desse triângulo em três segmentos congruentes;

3. Os pontos definidos no passo 2 determinam o hexágono procurado.

A Figura 6.5 ilustra os passos da construção.

Figura 6.5: Construção 6.5

6.2.4 Construir um hexágono sendo dado o apótema.
Passos:

1. Considerar OA o apótema;

2. Traçar uma reta r perpendicular a OA, passando por A;

3. Traçar duas circunferências de raio OA e centros A e O respectivamente. Marcar o
ponto B como sendo uma das intersecções das circunferências;

4. Traçar uma reta s perpendicular a OB passando pelo ponto B e marcar C, inter-
secção de r e s;

5. Traçar c a circunferência de centro O e raio OC. Marcar D a intersecção de c com
a reta s. Transcrever sobre c segmentos justapostos de medida CD;
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6. Os pontos definidos no passo 5 determinam o hexágono pedido.

A Figura 6.6 ilustra os passos da construção.

Figura 6.6: Construção 6.6

6.3 Heptágono
Heptágono é um polígono de sete lados.

6.3.1 Construir um heptágono regular dada a medida de um
lado.

Passos:

1. Considerar l a medida do lado. Sobre uma reta r transcrever um segmento AB do
dobro da medida de l;

2. Marcar M o ponto médio de AB e traçar a perpendicular s passando por M ;

3. Marcar C um dos pontos de intersecção de s com a circunferência de centro em A
e raio 2l. Os pontos A, B e C determinam o triângulo equilátero;

4. Marcar N o ponto médio de BC e por N traçar a reta t perpendicular a BC;

5. Marcar O ponto de intersecção de s e t. Traçar a circunferência c de centro O e raio
OC;

6. Fixar um ponto em c e a partir desse transcrever segmentos justapostos de medida
l. Esses pontos definem o heptágono pedido.
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A Figura 6.7 ilustra os passos da construção.

Figura 6.7: Construção 6.7

6.4 Octógono
Octógono é um polígono de oito lados.

6.4.1 Construir um octógono regular dada a medida de um lado.
Passos:

1. Considerar, sobre uma reta r, um segmento AB da medida do lado. Por A traçar
uma reta s perpendicular a r;

2. Descrever uma circunferência c de centro em A e raio AB . Marcar C um dos pontos
de intersecção de s com c e determinar D uma das intersecções de r com c;

3. Traçar t a bissetriz do ângulo DÂC e marcar E intersecção de c com essa;

4. Traçar as mediatrizes dos segmentos AB e AE e marcar O a intersecção dessas.
Traçar a circunferência c1 de centro em O e raio OA;

5. Transcrever sobre c1 segmentos justapostos de medida AB;

6. Os pontos obtidos no passo 5 determinam o octógono pedido.

A Figura 6.8 ilustra os passos da construção.
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Figura 6.8: Construção 6.8

6.4.2 Construir um octógono regular inscrito numa circunferên-
cia.

Passos:

1. Considerar uma circunferência c de centro O e raio arbitrário. Traçar dois diâmetros
AB e CD, de modo que AB seja perpendicular a CD;

2. Traçar r a bissetriz do ângulo BÔD e marcar E a intersecção desta com c;

3. Transcrever sobre c segmentos justapostos de medida BE;

4. Os pontos obtidos no passo 3 determinam o octógono pedido.

A Figura 6.9 ilustra os passos da construção.
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Figura 6.9: Construção 6.9

6.4.3 Construir um octógono regular inscrito em um quadrado.
Passos:

1. Considerar um quadrado ABCD. Traçar sua diagonal AC;

2. Traçar uma circunferência, centrada em A e raio AB. Marcar o ponto E intersecção
desta com AC;

3. Traçar a reta r perpendicular ao lado AB passando por E. Marcar F a intersecção
de r com AB;

4. Traçar circunferências de raio FB e centros em cada vértice do quadrado;

5. As intersecções de cada circunferência com os lados do quadrado serão os vértices
do octógono pedido;

6. Tem-se assim o octógono regular inscrito em um quadrado.

A Figura 6.10 ilustra os passos da construção.
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Figura 6.10: Construção 6.10

6.5 Decágono
Polígono com 10 lados.

6.5.1 Construir um decágono regular.
Passos:

1. Considerar uma circunferência c de centro O e raio arbitrário. Traçar os diâmetros
AB e CD, de modo que AB seja perpendicular a CD;

2. Marcar M o ponto médio do segmento OB. Traçar o segmento MD;

3. Traçar a circunferência c1 com centro em M e raio OM e marcar F intersecção
dessa com o segmento MD;

4. Traçar a circunferência c2 de centro em D e raio DF e marcar G a intersecção dessa
com c;

5. Transcrever sobre c segmentos justapostos de medida DG;

6. Os pontos determinados no passo 5 determinam o decágono pedido.

A Figura 6.11 ilustra os passos da construção.
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Figura 6.11: Construção 6.11

6.6 Dodecágono
Polígono de 12 lados.

6.6.1 Construir um dodecágono regular.
Passos:

1. Considerar uma circunferência c de centro O e raio arbitrário. Traçar os diâmetros
AB e CD, de modo que AB seja perpendicular a CD;

2. Traçar as circunferências de raio OA e centros A,B,C e D. As intersecções destas
com a circunferência c são os vértices do dodecágono pedido;

3. Tem-se assim o dodecágono procurado.

A Figura 6.12 ilustra os passos da construção.

Figura 6.12: Construção 6.12
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6.6.2 Construir um dodecágono regular dado a medida de um
lado.

Passos:

1. Considerar l a medida do lado. Sobre uma reta r transcrever um segmento AB de
comprimento l;

2. Marcar M , o ponto médio de AB, e sobre ele traçar a reta s, perpendicular a r;

3. Traçar a circunferência de centro A e raio l e marcar E intersecção dessa com s;

4. Traçar a circunferência c1, de centro E e raio AE, e marcar O intersecção dessa com
s. Traçar a circunferência c2, de centro O e raio OA;

5. Transcrever sobre c2 segmentos justapostos de medida l;

6. Os pontos definidos no passo 5 determinam o dodecágono procurado.

A Figura 6.13 ilustra os passos da construção.

Figura 6.13: Construção 6.13
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Capítulo 7

Inscrição e Circunscrição

7.1 Inscrever um triângulo isósceles em um quadrado.
Passos:

1. Considerar ABCD o quadrado dado;

2. Traçar a diagonal AC e determinar M seu ponto médio;

3. Construir a circunferência com centro em D e raio MD e marcar F e E pontos de
intersecção dessa com AD e DC, respectivamente;

4. Os pontos B, E e F determinam o triângulo pedido.

A Figura 7.1 ilustra os passos da construção.
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Figura 7.1: Construção 7.1

7.2 Inscrever um quadrado em um triângulo.
Passos:

1. Considerar ABC o triângulo dado;

2. Sobre o lado AB, marcar um ponto D qualquer, desde que seja distinto das extre-
midades. Traçar a reta r perpendicular ao lado BC, passando por D, e determinar
o ponto E de intersecção desses. Por D, traçar a reta s paralela a BC;

3. Sobre a semirreta com origem em B, passando por C, determinar um ponto C ′ de
modo que EC ′ tenha mesma medida de ED;

4. Por C ′, traçar a reta t paralela a DE e marcar F ponto de intersecção de s e t;

5. Determinar a semirreta com origem em B passando por F e marcar G o ponto de
intersecção dessa com o lado AC;

6. Traçar a reta u, paralela a t passando por G e determinar o ponto H de intersecção
dessa com BC;

7. Traçar a reta v, paralela a s passando por G e determinar I ponto de intersecção
dessa com AB;
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8. Traçar a reta w, paralela a t passando por I e marcar J ponto de intersecção dessa
com o lado BC;

9. Os pontos G, H, J e I determinam o quadrado pedido.

A Figura 7.2 ilustra os passos da construção.

Figura 7.2: Construção 7.2

Observação: Essa construção não é válida para triângulos obtusângulos.

7.3 Inscrever um quadrado em um pentágono regu-
lar.

Passos:

1. Considerar ABCDE o pentágono regular dado. Traçar a diagonal AC do pentágono
dado e por C traçar uma perpendicular a diagonal construída;

2. Descrever um arco de circunferência com centro em C e raio AC que intercepta a
reta perpendicular no ponto P :

3. Traçar o segmento PB e marcar o ponto G a intersecção desse segmento com o lado
CD;

4. Traçar uma reta paralela a AC passando por G e marcar F a intersecção desta reta
com o lado AE;

5. Traçar retas perpendiculares ←→GH e ←→FI ao lado DE, passando por G e F , respecti-
vamente;

6. Os pontos F , G, H e I determinam o quadrado procurado.

A Figura 7.3 ilustra os passos da construção.
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Figura 7.3: Construção 7.3

7.4 Inscrever um quadrado em um hexágono regular.
Passos:

1. Considerar ABCDEF o hexágono dado;

2. Traçar o segmento AD e marcar O seu ponto médio;

3. Traçar, por D, a reta r perpendicular a AD;

4. Descrever a circunferência com centro em D e raio OD e marcar P uma das inter-
secções dessa com a reta r;

5. Traçar o segmento OP e denominar a intersecção desse segmento como o lado ED
de G;

6. Traçar uma reta paralela a EF pasando por G e marcar o ponto H intersecção dessa
com o lado AF ;

7. Traçar retas s e t perpendiculares ao lado EF passando por G e H, respectivamente;

8. Marcar I e J as intersecções de s com CD e de t com AB, respectivamente;

9. Os pontos G, H, J e I determinam o quadrado pedido.

A Figura 7.4 ilustra os passos da construção.

89



Figura 7.4: Construção 7.4

7.5 Inscrever uma circunferência em um triângulo
ABC dado.

Passos:

1. Considerar ABC o triângulo dado. Determinar as bissetrizes de dois ângulos do
triângulo;

2. Marcar O intersecção das bissetrizes (incentro);

3. Traçar uma perpendicular a um dos lados passando por O. Marcar D o pé da
perpendicular;

4. Determinar a circunferência de centro O e raio OD. Essa é a circunferência procu-
rada.

A Figura 7.5 ilustra os passos da construção.
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Figura 7.5: Construção 7.5

7.6 Circunscrever um triângulo ABC dado.
Passos:

1. Considerar ABC o triângulo dado. Traçar as mediatrizes de dois lados do triângulo;

2. Determinar O intersecção das mediatrizes (circuncentro);

3. Determinar a circunferência de centro O e raio OA. Essa é a circunferência procu-
rada.

A Figura 7.6 ilustra os passos da construção.
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Figura 7.6: Construção 7.6

7.7 Inscrever seis circunferências iguais em um tri-
ângulo equilátero ABC dado.

Passos:

1. Considerar ABC o triângulo dado. Determinar as bissetrizes dos ângulos do triân-
gulo e denominar as intersecções das mesmas com os lados AC, AB e BC de B′, C ′
e A′, respectivamente;

2. Traçar a bissetriz do ângulo AĈC ′ e denominar de E o ponto de intersecção dessa
bissetriz com a bissetriz ~BB′;

3. Traçar uma reta paralela ao lado AC passando por E, que intercepta as bissetrizes
~AA′ e ~CC ′ nos pontos G e F , respectivamente;

4. Traçar uma reta paralela ao lado CB, a partir do ponto F , que intercepta as bisse-
trizes ~AA′ e ~BB′ nos pontos K e H, respectivamente;

5. Traçar uma reta paralela ao lado AB, a partir do ponto H, que intercepta a bissetriz
~CC ′ no ponto I;

6. Os pontos E, F , G, K, H e I são os centros das circunferências solicitadas, cujo
raio mede EB′.

A Figura 7.7 ilustra os passos da construção.
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Figura 7.7: Construção 7.7

7.8 Inscrever seis circunferências tangentes entre si
internas a um hexágono regular.

Passos:

1. Considerar um hexágono regular ABCDEF , traçar o raio OB e a bissetriz do ângulo
OB̂C;

2. Traçar a mediatriz do lado BC. Marcar H, intersecção dessa com a bissetriz traçada
anteriormente, e M o ponto médio do lado BC;

3. Traçar a circunferência de centro H e raio HM . Essa é a primeira circunferência
procurada;

4. Repetir o processo para os demais lados. Assim tem-se as circunferências procura-
das.

A Figura 7.8 ilustra os passos da construção.
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Figura 7.8: Construção 7.8

Observação: Este processo pode ser utilizado para inscrever circunferências em ou-
tros polígonos regulares.

7.9 Inscrever e circunscrever um quadrado ABCD

dado.
Passos:

1. Considerar o quadrado ABCD. Traçar as mediatrizes dos lados do quadrado;

2. Determinar M intersecção das mediatrizes (incentro) e marcar N intersecção do
lado AB com a mediatriz correspondente;

3. Determinar a circunferência de centro M e raio MN . Esta é a circunferência ins-
crita procurada. Traçar a circunferência de centro em M e raio MA. Esta é a
circunferência que circunscreve o quadrado.

A Figura 7.9 ilustra os passos da construção.
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Figura 7.9: Construção 7.9

7.10 Inscrever três circunferências a uma outra dada.
Passos:

1. Considerar a circunferência c de centro O. Dividir c em 6 partes iguais marcando
os pontos A, B, C, D, E e F e traçar os diâmetros AD, BE e CF ;

2. Traçar por A uma reta tangente a circunferência. Prolongar o diâmetro por um dos
pontos adjacentes ao ponto A (nesse caso ponto F ), interceptando a reta tangente
no ponto G;

3. Traçar a bissetriz do ângulo AĜF e denominar H sua intersecção com o diâmetro
AD;

4. Traçar a circunferência c1 de centro O e raio OH;

5. Determinar os pontos J e I as intersecções de c1 com CO e EO, respectivamente;

6. Os pontos H, I e J são os centros das circunferências pedidas que possuem raio
HA.

A Figura 7.10 ilustra os passos da construção.
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Figura 7.10: Construção 7.10
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Capítulo 8

Tangentes

8.1 Dada uma circunferência e um ponto nesta, tra-
çar uma reta tangente passando por este ponto.

Passos:

1. Considerar O centro da circunferência dada e M um ponto sobre ela;

2. Traçar a reta r passando por O e M ;

3. Traçar uma reta perpendicular a r passando por M . Esta é a reta tangente1 procu-
rada.

A Figura 8.1 ilustra os passos da construção.

Figura 8.1: Construção 8.1

8.2 Dado um ponto P pertencente a um arco de cir-
cunferência cujo centro é inacessível, traçar uma
reta tangente a esse arco, passando por tal ponto.

Passos:

1. Traçar uma circunferência de raio qualquer com centro em P , de modo que inter-
seccione o arco dado nos pontos A e B;

2. Traçar a mediatriz r do segmento AB;
1reta que toca a circunferência em um único ponto.
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3. Traçar a reta s perpendicular a r, passando por P . Essa é a reta procurada.

A Figura 8.2 ilustra os passos da construção.

Figura 8.2: Construção 8.2

8.3 Dados uma reta r e A um ponto sobre ela, traçar
uma circunferência tangente à r em A, passando
por um ponto fora dela.

Passos:

1. Considerar r uma reta, A um ponto sobre ela e B um ponto que não pertence a r;

2. Traçar uma reta s perpendicular a r passando por A e traçar o segmento AB;

3. Traçar a reta t mediatriz do segmento AB, e marcar C intersecção de s e t;

4. O ponto C será o centro da circunferência pedida, que passa por A e B.

A Figura 8.3 ilustra os passos da construção.

Figura 8.3: Construção 8.3

8.4 Dadas uma circunferência c e uma reta r, traçar
uma reta paralela a r e tangente a c.

Passos:
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1. Considerar a circunferência c de centro O e uma reta r qualquer;

2. Traçar uma reta s perpendicular a r passando por O;

3. MarcarM ponto de intersecção entre c e s e por este ponto traçar uma reta paralela
a r. Essa é a reta procurada.

A Figura 8.4 ilustra os passos da construção.

Figura 8.4: Construção 8.4

8.5 Traçar retas tangentes a uma circunferência dada,
passando por um ponto P exterior a essa circun-
ferência.

Passos:

1. Considerar a circunferência de centro O e um ponto P exterior a ela. Traçar o
segmento PO;

2. Marcar o ponto médio A de PO;

3. Traçar uma circunferência com centro em A e raio OA, de modo que interseccione
a circunferência dada nos pontos B e C;

4. Traçar a reta r, que passa pelos pontos B e P , e a reta s, que passa por C e P .
Essas são as retas procuradas.

A Figura 8.5 ilustra os passos da construção.
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Figura 8.5: Construção 8.5

8.6 Traçar uma circunferência tangente aos lados de
um ângulo B̂AC.

Passos:

1. Considerar o ângulo B̂AC. Traçar a bissetriz r do ângulo dado e marcar O um
ponto qualquer em r que seja interior ao ângulo;

2. Traçar, passando por O, a perpendicular s a um dos lados do ângulo dado e marcar
P o pé dessa;

3. Traçar uma circunferência com centro O e raio OP . Essa é a circunferência pedida.

A Figura 8.6 ilustra os passos da construção.

Figura 8.6: Construção 8.6
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8.7 Traçar uma série de circunferências que sejam
tangentes umas às outras e ao mesmo tempo aos
lados de um ângulo dado.

Passos:

1. Considerar o ângulo AB̂C e traçar r a sua bissetriz;

2. Marcar no interior de AB̂C um ponto O em r e traçar por O a reta s perpendicular
a −−→BC, cuja intersecção com −−→BC é E;

3. Traçar uma circunferência com centro O e raio OE. Essa é a primeira circunferência
pedida;

4. Marcar M a intersecção da circunferência com r;

5. Traçar a reta t perpendicular a r passando por M e marcar N intersecção de t com−−→
BC;

6. Traçar a circunferência de centro em N e raio NM e marcar F a intersecção dessa
com −−→BC, de modo que F não pertença a reta s. Por F , traçar a reta u perpendicular
a −−→BC e marcar G intersecção de u com r. Com centro em G e raio FG, traçar
a segunda circunferência. Seguir o mesmo processo para construir uma série de
circunferências.

A Figura 8.7 ilustra os passos da construção.

Figura 8.7: Construção 8.7
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8.8 Traçar uma circunferência tangente a uma reta r
dada, passando pelos pontos A e B pertencentes
a reta s paralela a reta r.

Passos:

1. Considerar as retas r e s paralelas entre si e os pontos A e B sobre a reta s;

2. Traçar t a mediatriz do segmento AB e marcar C ponto de intersecção das retas r
e t ;

3. Considerar o segmento BC e determinar seu ponto médio O. Traçar uma reta
paralela a t passando por O, denominando de P a interseção dessa com r;

4. Traçar a circunferência de centro em O passando por P . Essa é a circunferência
pedida.

A Figura 8.8 ilustra os passos da construção.

Figura 8.8: Construção 8.8

8.9 Dadas duas retas paralelas e um ponto P entre
elas, traçar uma circunferência tangente às retas
e passando pelo ponto P .

Passos:

1. Traçar reta r e s retas paralelas e considerar P um ponto entre elas;

2. Traçar uma reta perpendicular t às retas paralelas r e s, passando por qualquer
ponto;

3. Marcar A e B os pontos de intersecção de t com as retas paralelas;

4. Marcar o ponto médio M de AB, e traçar uma paralela u a reta r passando por M ;

5. Traçar uma circunferência de centro P e raio MA;
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6. Marcar os pontos de intersecção desta circunferência com u. Esses pontos serão os
centros das duas circunferências de raio MA tangentes às retas r e s que passam
por P .

A Figura 8.9 ilustra os passos da construção.

Figura 8.9: Construção 8.9

8.10 Traçar uma circunferência tangente a três retas
que formam dois ângulos obtusos.

Passos:

1. Considerar r, s e t retas que definem dois ângulos obtusos. Marcar o ponto B,
intersecção das retas r e s, e C, intersecção das restas s e t, de modo que B e C
sejam os vértices dos ângulos α e β, respectivamente. Marcar o ponto A sobre a
reta r e o ponto D sobre a reta t;

2. Traçar as bissetrizes de α e β marcando E como o ponto de intersecção entre elas;

3. Traçar por E as retas x, y e z perpendiculares às retas r, s e t, respectivamente;

4. Marcar os pontos F , G e H pontos de intersecção dessas retas, respectivamente;

5. Traçar uma circunferência, centrada em E, passando pelos pontos F , G e H. Essa
é a circunferência pedida.
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A Figura 8.10 ilustra os passos da construção.

Figura 8.10: Construção 8.10

8.11 Dados uma circunferência de centro O, um ponto
P sobre ela e um ponto A exterior, traçar uma
circunferência tangente em P à circunferência
dada e que passe por A.

Passos:

1. Considerar uma circunferência c com centro em O e um ponto A exterior. Traçar o
segmento AP ;

2. Determinar a mediatriz r de AP ;

3. Traçar a reta s, de modo que ela passe pelos pontos O e P e marcar B a intersecção
dessa com a reta r;

4. O ponto B é o centro da circunferência desejada que possui raio BP .

A Figura 8.11 ilustra os passos da construção.
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Figura 8.11: Construção 8.11

8.12 Traçar uma circunferência que seja simultanea-
mente tangente a outra circunferência dada no
ponto C e a uma reta dada.

Passos:

1. Considerar c a circunferência dada, com centro O e o ponto C sobre ela, e uma reta
r dada;

2. Traçar a reta s passando pelos pontos O e C;

3. Traçar a reta t perpendicular a reta r passando por O e marcar M ponto de inter-
secção da circunferência c com a reta t, de modo que M esteja no semiplano oposto
a reta r em relação a reta s;

4. Traçar a reta u, passando por M e C, e marcar N ponto de intersecção das retas r
e u;

5. Traçar a reta v, perpendicular à reta r, passando por N e marcar O′ ponto de
intersecção das retas s e v;

6. Traçar a circunferência c1 com centro em O′ passando por C. Logo, c1 é a circun-
ferência pedida.

A Figura 8.12 ilustra os passos da construção.
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Figura 8.12: Construção 8.12

8.13 Traçar uma circunferência que seja tangente in-
ternamente a uma circunferência dada.

Passos:

1. Considerar a circunferência c de centro O e M um ponto sobre ela e, em seguida,
traçar o segmento OM ;

2. Construir um segmento MA de medida igual ao segmento OM , interno a circunfe-
rência;

3. Marcar B o ponto médio do segmento MA;

4. Traçar uma reta s, passando por B, perpendicular a AM ;

5. Marcar o ponto P , intersecção de s com o segmento OM ;

6. A circunferência de centro P e raio PM é a procurada.

A Figura 8.13 ilustra os passos da construção.

Figura 8.13: Construção 8.13
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8.14 Traçar duas circunferências tangentes a outras
duas circunferências exteriores entre si dado um
ponto de tangência.

Passos:

1. Considerar a circunferência c1, de centro O, raio de medida l e um ponto P de
tangência sobre ela e a circunferência c2, de centro O′, raio de medida l′, tal que a
medida de l′ seja menor que a de l;

2. Traçar uma reta r passando por O e P ;

3. Traçar a circunferência com centro em P e raio l′. Marcar os pontos A e B, inter-
secção dessa circunferência com a reta r;

4. Marcar os segmentos O′A e O′B;

5. Traçar s, a mediatriz do segmento O′A, e t a mediatriz do segmento O′B;

6. Marcar o ponto M , sendo ele o ponto de intersecção das retas s e r. Marcar N , o
ponto de intersecção das retas t e r;

7. Traçar a circunferência c3 centrada em M , com raio de mesma medida do segmento
MP ;

8. Traçar a circunferência c4 centrada em N , com raio de mesma medida do segmento
NP . Logo, c3 e c4 são as circunferências pedidas.

A Figura 8.14 ilustra os passos da construção.
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Figura 8.14: Construção 8.14

8.15 Traçar retas tangentes exteriores e comuns a
duas circunferências.

Passos:

1. Considerar c1 e c2 circunferências de centros O e O′, respectivamente, cujos raios
são distintos. Traçar a reta r passando pelos pontos O e O′;

2. Marcar um ponto A em c1, o qual não pertence à reta r, e traçar o segmento OA;

3. Marcar B, em c2, ponto no mesmo semiplano do ponto A determinado pela reta r,
de modo que o segmento O′B seja paralelo ao segmento OA;

4. Traçar a reta s passando pelos pontos A e B, e marcar o ponto C a intersecção das
retas r e s;

5. Determinar a circunferência com centro em C e raio O′C ou OC, marcando os
pontos D e E de intersecção dessa circunferência com uma das anteriores;
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6. Traçar as retas definidas pelos pontos C e D, e C e E, respectivamente.

A Figura 8.15 ilustra os passos da construção.

Figura 8.15: Construção 8.15
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Capítulo 9

Áreas Equivalentes

9.1 Dividir um triângulo em dois triângulos com áreas
equivalentes.

Passos:

1. Considerar um triângulo ABC;

2. Considerar M o ponto médio do lado AB. Em seguida, traçar o segmento CM ;

3. Os triângulos AMC e BMC possuem mesma área. Tem-se assim a divisão pedida.

A Figura 9.1 ilustra os passos da construção.

Figura 9.1: Construção 9.1

9.2 Dividir um triângulo ABC qualquer em três tri-
ângulos com áreas equivalentes.

Passos:

1. Marcar os pontos D e E sobre o lado BC de modo que as medidas do segmentos
BD, DE e EC sejam iguais;

2. Traçar os segmentos AD e AE;

3. Os triângulos ABD, ADE e AEC possuem mesma área. Tem-se assim a divisão
pedida.

110



A Figura 9.2 ilustra os passos da construção.

Figura 9.2: Construção 9.2

9.3 Construir um triângulo obtusângulo com área
equivalente a um triângulo acutângulo dado.

Passos:

1. Considerar um triângulo acutângulo1 ABC;

2. Traçar a reta r que passa por AB;

3. Traçar uma reta s, paralela a r, passando por C;

4. Traçar uma reta t, perpendicular a r, passando por B. A reta t intercepta s no
ponto D;

5. Marcar E na reta s, de modo que o ponto D esteja entre os pontos C e E;

6. O triângulo definido pelos pontos A, B e E é o triângulo obtusângulo2 pedido.

A Figura 9.3 ilustra os passos da construção.

Figura 9.3: Construção 9.3

1Todos os ângulos internos são agudos, isto é, as medidas dos ângulos são menores do que 90o.
2Um ângulo interno é obtuso, isto é, possui um ângulo com medida maior do que 90o.
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9.4 Construir um triângulo de área equivalente a de
um quadrilátero.

1. Considerar um quadrilátero ABCD qualquer;

2. Traçar a diagonal AC, e em seguida, traçar uma reta r paralela ao segmento AC
passando pelo ponto D;

3. Traçar a semirreta −−→BC que intercepta r em um ponto E;

4. O triângulo definido pelos pontos E, A e B é o pedido.

A Figura 9.4 ilustra os passos da construção.

Figura 9.4: Construção 9.4

9.5 Construir um triângulo de área equivalente a um
pentágono irregular.

Passos:

1. Considerar o polígono ABCDE. Traçar as diagonais AD e BD;

2. Traçar a reta r, que passa pelos pontos A e B;

3. Traçar a reta t paralela à diagonal AD passando por E, e a reta s paralela à diagonal
BD passando por C;

4. Determinar os pontos F e G, intersecções da reta r com as retas s e t, respectiva-
mente. Logo, a área do triângulo FGD é equivalente a do pentágono dado.
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A Figura 9.5 ilustra os passos da construção.

Figura 9.5: Construção 9.5

9.6 Construir um triângulo de área equivalente a um
hexágono regular dado.

Passos:

1. Considerar o hexágono regular ABCDEF de centro O e perímetro l. Em seguida,
traçar uma reta r qualquer e marcar sobre ela a medida l com extremidades I e J ;

2. Marcar um ponto G qualquer em r. Por G traçar a reta s, perpendicular a r;

3. Marcar M ponto médio do lado AB. Traçar o segmento OM de medida l′, esse
será o apótema do hexágono dado. E marcar em s, a partir de G, a medida l′. A
extremidade será o ponto H;

4. O triângulo definido pelos pontos H, I e J é o pedido.

A Figura 9.6 ilustra os passos da construção.

113



Figura 9.6: Construção 9.6

9.7 Construir um triângulo de área equivalente a um
círculo dado.

Passos:
1. Considerar uma circunferência c qualquer de centro O. E em seguida, traçar o

diâmetro AB dessa circunferência;

2. Traçar pelo ponto A uma reta r perpendicular ao diâmetro AB;

3. Marcar, na reta r, a medida AC igual a retificação da metade da circunferência c;
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4. O triângulo definido pelos pontos A, B e C é o procurado.

A Figura 9.7 ilustra os passos da construção.

Figura 9.7: Construção 9.7

Observação: Ao retificar a circunferência c, o triângulo ABC possui área aproximada
a esta circunferência.

9.8 Construir um retângulo de área equivalente a
área de um círculo dado.

Passos:

1. Considerar uma circunferência qualquer de centro O, um ponto A sobre ela e traçar
a reta t tangente à circunferência dada, passando pelo ponto A;

2. Determinar o segmento BC sobre a reta t tal que a medida desse seja igual ao
comprimento da circunferência considerada; 3

3. Determinar M , o ponto médio de OA e traçar a reta r paralela à t passando por M ;

4. Traçar as retas u e v perpendiculares a t passando por B e C, respectivamente;
3Analisar construção 4.6: Retificar uma circunferência.
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5. Marcar os pontos D e E, intersecções das retas u e v com a reta r, respectivamente;

6. Determinar o quadrilátero BDEC, que será o retângulo procurado.

A Figura 9.8 ilustra os passos da construção.

Figura 9.8: Construção 9.8

9.9 Construir um quadrado de área equivalente a de
um triângulo dado.

Passos:

1. Considerar um triângulo ABC dado e prolongar o lado AC;

2. Traçar a altura BD;

3. Marcar M como ponto médio de BD;

4. Marcar E no prolongamento de AC tal que CE seja igual a medida de BM ;

5. Marcar F ponto médio de AE e traçar a circunferência de centro F e raio EF ;

6. Traçar a reta s perpendicular a AE passando por C e marcar G e G′ intersecções de
s com a circunferência de centro F e raio EF . O segmento CG é o lado do quadrado
pedido.

A Figura 9.9 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.9: Construção 9.9

9.10 Construir um quadrado de área equivalente a
de um retângulo dado.

Passos:

1. Considerar um retângulo ABCD onde o segmento BC é o maior lado;

2. Traçar a reta r que passa por BC;

3. Marcar, em r, o segmento CE com a mesma medida de CD;

4. Marcar M ponto médio de BE;

5. Traçar a circunferência c1 com centro em M e raio ME ;

6. Traçar a reta s que passa por CD;

7. Marcar F a intersecção de s com c1;

8. O segmento CF é o lado do quadrado pedido.

A Figura 9.10 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.10: Construção 9.10

9.11 Construir um quadrado de área equivalente a
de um paralelogramo dado.

Passos:

1. Considerar um paralelogramo ABCD, onde AD é o maior lado, e traçar a reta r
perpendicular à AD passando por B;

2. Marcar E o ponto de intersecção de r com AD e a partir de D, marcar F no
prolongamento do lado AD tal que DF seja igual a medida de BE;
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3. Marcar M o ponto médio do segmento AF ;

4. Traçar uma circunferência c com centro em M e raio MF ;

5. Traçar uma reta s perpendicular a AF passando por D;

6. Marcar G, ponto de intersecção da reta s com a circunferência c. O segmento DG
é o lado do quadrado pedido.

A Figura 9.11 ilustra os passos da construção.

Figura 9.11: Construção 9.11

9.12 Construir um quadrado de área equivalente a
de um trapézio dado.

Passos:

1. Considerar o trapézio ABCD dado e traçar a reta r passando por AD, a base maior
do polígono;

2. Traçar a reta s perpendicular a r passando por C e marcar E, ponto de intersecção
de r e s;

3. Marcar F , ponto médio de CE;

4. Traçar a reta t paralela a r passando por F , e marcar G e H pontos de intersecção
de t com AB e CD, respectivamente;

5. Traçar a circunferência de centro A e raio GH e marcar I intersecção dessa com
AD;

6. Traçar a circunferência de centro I e raio CE e marcar J intersecção dessa com AD;

7. Marcar M o ponto médio de AJ e traçar a circunferência de centro M e raio MA;

8. Traçar a reta u perpendicular a r passando por I;
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9. Marcar L intersecção de u com a circunferência de centroM e raioMA. O segmento
IL é o lado do quadrado pedido.

A Figura 9.12 ilustra os passos da construção.

Figura 9.12: Construção 9.12

9.13 Construir um quadrado de área equivalente a
de um hexágono regular dado.

Passos:

1. Considerar ABCDEF o hexágono regular dado, marcar o centro O desse e traçar
a reta r passando por A e B. Marcar K, ponto médio de AB, e traçar o apótema
OK;

2. Traçar a circunferência com centro em B de raio AB e marcar G, ponto de inter-
secção dessa com r;

3. Traçar a circunferência com centro em G de raio AB e marcar H, ponto de inter-
secção dessa com r;

4. Traçar a circunferência com centro em H de raio OK e marcar I, ponto de intersec-
ção dessa com r, de modo que I esteja fora da cirfunferência apresentada no passo
3;

5. Marcar L ponto médio de AI e traçar a circunferência c1 de raio AL com centro em
L;

6. Traçar a reta s perpendicular a r passando por H e marcar J ou J ′, pontos de
intersecção dessa com c1. O segmento HJ é o lado do quadrado pedido.
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A Figura 9.13 ilustra os passos da construção.

Figura 9.13: Construção 9.13

9.14 Dividir um quadrilátero dado em duas áreas
equivalentes por um vértice estabelecido.

Passos:

1. Considerar ABCD o quadrilátero dado, D o vértice estabelecido;

2. Traçar a diagonal BD;

3. Traçar a reta r paralela a BD passando por C;

4. Traçar a reta s passando por A e B, marcar E, intersecção de r e s, e marcar F ,
ponto médio de AE. O segmento DF representa a divisão pedida.

A Figura 9.14 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.14: Construção 9.14

9.15 Sendo dado um quadrado, construir outro cuja
área seja equivalente à metade do quadrado dado.

Passos:

1. Considerar ABCD o quadrado dado e marcar E ponto de encontro das diagonais;

2. Traçar a reta r perpendicular a BC passando por E e marcar F ponto de intersecção
de r com BC;

3. Traçar a circunferência de centro F e raio EF ;

4. Marcar o ponto G em r de modo que EF seja igual a medida FG. Os pontos E,
B, G e C determinam o quadrado pedido.

A Figura 9.15 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.15: Construção 9.15

9.16 Construir um quadrado de área equivalente à
soma da área de dois outros quadrados dados.

Passos:

1. Considerar os quadrados ABCD e EFGH, em que AB possui medida l e o segmento
EF tem medida l′, sendo l maior que l′;

2. Traçar duas retas r e s, perpendiculares entre si;

3. Marcar O, intersecção de r e s;

4. Traçar o segmento OB′, de medida igual a l, sobre r;

5. Traçar o segmento OG′, de medida igual a l′, sobre s;

6. Traçar o segmento B′G′, que é a medida do lado do quadrado pedido.

A Figura 9.16 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.16: Construção 9.16

9.17 Construir um quadrado cuja a área seja igual
a diferença das áreas de dois outros quadrados
dados.

Passos:

1. Considerar os quadrados ABCD e EFGH, tal que o lado AB seja maior que o lado
EF ;

2. Traçar uma reta r e marcar um ponto I sobre ela;

3. Traçar uma perpendicular a r, passando por I;

4. Traçar uma circunferência c de raio EF com centro em I;

5. Marcar J um dos pontos de intersecção com a reta r;

6. Traçar uma circunferência d, com o centro em J , de raio AB e marcar K, um dos
pontos de intersecção entre a circunferência d e a reta s. O segmento IK é o lado
do quadrado pedido.
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A Figura 9.17 ilustra os passos da construção.

Figura 9.17: Construção 9.17

9.18 Construir um retângulo de área equivalente a
de um triângulo dado.

Passos:

1. Considerar AGB o triângulo dado;

2. Traçar r, reta perpendicular ao segmento AB, passando por G;

3. Traçar s, reta perpendicular à r, que passa pelos pontos A e B. Marcar E sendo a
intersecção de r com a reta s;

4. Marcar M , o ponto médio de GE;

5. Traçar t, reta paralela a AB, passando por M ;

6. Traçar u, reta perpendicular a AB, passando por A;

7. Traçar v, reta perpendicular a AB, passando por B;

8. Marcar o ponto C da intersecção de t com u e marcar o ponto D da intersecção de
t com v;

9. Unindo os pontos A, B, C e D, temos o retângulo pedido.

A Figura 9.18 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.18: Construção 9.18

9.19 Dados um segmento AB e um quadrado BCDE,
construir sobre AB um retângulo equivalente a
BCDE.

Passos:

1. Considerar um segmento AB e um quadrado BCDE;

2. Traçar o segmento AC. Traçar a mediatriz do segmento AC e determinar o ponto
M , intersecção dessa com o segmento AB;

3. Traçar uma circunferência com centroM e raioMA interceptando o prolongamento
do segmento AB em um ponto F ;

4. Traçar uma circunferência com centro B e raio BF interceptando BC em um ponto
G;

5. Traçar por G uma reta paralela ao segmento AB e, por A, uma reta perpendicular
ao segmento AB, que se interceptam em um ponto H;

6. Os pontos A, B, G e H determinam o retângulo procurado.
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A Figura 9.19 ilustra os passos da construção.

Figura 9.19: Construção 9.19

9.20 Dado um retângulo ABCD, construir outro tal
que sua área seja o dobro da área de ABCD.

Passos:

1. Considerar o retângulo ABCD. Traçar as semirretas −→AB e −−→AD, e construir um
quadrado ABEF ;

2. Traçar as semirretas −→AE e −→AC;

3. Construir uma circunferência de centro A e raio AE;

4. Marcar G, o ponto de intersecção da circunferência com a semirreta −→AB;

5. Construir uma perpendicular a −→AB, passando por G, que intercepta a semirreta −→AC
em um ponto H;

6. Construir uma reta t paralela a AB passando por H;

7. Marcar I, o ponto de intersecção de t com −−→AD;

8. Os pontos A, G, H e I determinam o retângulo pedido.

A Figura 9.20 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.20: Construção 9.20
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9.21 Construir uma circunferência, cujo comprimento
seja a metade do comprimento de uma circun-
ferência dada.

Passos:

1. Considerar c a circunferência de centro O e raio OA;

2. Marcar M , o ponto médio de OA. Traçar c1, a circunferência de centro O e raio
OM . Essa é a circunferência pedida.

A Figura 9.21 ilustra os passos da construção.

Figura 9.21: Construção 9.21

9.22 Construir círculos cujas áreas sejam 1
2,

1
4,

1
8,. . .

de um círculo dado.
Passos:

1. Considerar um círculo c de centro O. Determinar dois pontos, A e B, em c, de modo
que os segmentos OA e OB sejam perpendiculares entre si;

2. Traçar AB e determinar M seu ponto médio;

3. Traçar a reta r, passando por M e O;

4. Determinar o círculo c1 centrado emM e raioMA. A área desse círculo é equivalente
à metade da área de c. A partir de c1, repetir o mesmo processo para encontrar os
demais círculos pedidos.

A Figura 9.22 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.22: Construção 9.22

9.23 Construir círculos cujas áreas sejam o dobro de
outro círculo dada.

Passos:

1. Considerar o círculo c de centro O. Determinar A, ponto qualquer em c, e traçar o
segmento OA;

2. Traçar, por A, a reta r perpendicular ao segmento OA;

3. Determinar o círculo centrado em A e raio OA. Marcar B, uma de suas intersecções
com r. Traçar o círculo c1, centrado em B e raio OB, esse tem área igual ao dobro
da área de c.

A Figura 9.23 ilustra os passos da construção.
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Figura 9.23: Construção 9.23

9.24 Construir um círculo cuja área seja equivalente
a soma das áreas de dois círculos.

Passos:

1. Considerar o círculo c1 de centro O e raio OB. Traçar o diâmetro AB e, por B,
traçar uma reta r tangente ao círculo c1;

2. Marcar O′, um ponto qualquer em r. Traçar o círculo c2, com centro em O′ e raio
O′B, e traçar o diâmetro CB;

3. Traçar o segmento AC;

4. Marcar M , o ponto médio de AC. Traçar o círculo c3 de centro M e raio MA. Esse
é o círculo procurado.

A Figura 9.24 ilustra os passos da construção.

Figura 9.24: Construção 9.24
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9.25 Dividir um pentágono irregular em duas regiões
com áreas equivalentes.

Passos:

1. Considerar o pentágono ABCDE e traçar uma reta r passando por A e B;

2. Traçar os segmentos AD e BD;

3. Traçar a reta s, paralela a AD, passando por E e a reta t, paralela a BD, passando
por C;

4. Marcar F e G, pontos de intersecção das retas s e t com r, rescpectivamente;

5. Marcar H, ponto médio de FG;

6. Traçar o segmento DH. Esse determina a divisão pedida.

A Figura 9.25 ilustra os passos da construção.

Figura 9.25: Construção 9.25
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