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EDITORIAL

E com orgulho que o PET Matemdtica torna publica a 38° edigdo do Jornal Upa
Tematica, a primeira do ano de 2025. Esta edigéo aborda diversos assuntos de cunho
matemdtico e totaliza 12 artigos publicados, os quais foram elaborados por petianos
ativos no programa e egressos.

Na matéria de capa, foi destacado o InterPET realizado em agosto, que contou com
a parceria do grupo PET Ciéncias Agrarias - campus Frederico Westphalen, e abordou
as mudangas climdticas no Rio Grande do Sul, tema especialmente relevante diante da
crise climdtica que atingiu o estado em maio de 2024.

Além desse evento, aproveitamos este espago para registrar também uma das
atividades de extens@o e uma de ensino desenvolvidas pelo grupo ao longo do
primeiro semestre letivo de 2025.

Dessa forma, o PET Matemdtica seguiu desenvolvendo atividades de extensdo em
parceria com o Centro de Referéncia Familiar Recanto do Sol (CEFASOL), com o
objetivo de auxiliar criancas e adolescentes na aprendizagem de Matemdética, por meio
de aulas de reforco e atividades ludicas. Além disso, foi realizado um Minicurso de
Python, enquadrado no eixo de ensino, com o objetivo de familiarizar os calouros dos
cursos de Matemdtica com a linguagem de programagdo Python, por meio de uma
atividade pratica envolvendo o tépico de fun¢do quadrdatica.

MINICURSO DE PYTHON
’ _‘_J

CEFASOL

Por fim, gostariamos de compartilhar que ao inicio desse semestre ocorreu mais um
processo seletivo para o ingresso de académicos no grupo PET Matemdtica. Na
oportunidade ingressaram quatro novos petianos, aos quais desejomos uma
participagdo enriquecedora na sua formagdo profissional e pessoal!

Texto por: Brenda B. Landim e Matheus B. de Campos pS’C
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Harmonia Celeste:

Quando os Planetas se Alinham

Amanda Monte de Souza, UFSM.

MAGINE olhar para o céu noturno e ver uma linha quase

perfeita de planetas brilhando lado a lado. Esse fendmeno,
conhecido como alinhamento planetdrio, é raro e fascinante.
Cada planeta do Sistema Solar possui sua prépria Orbita,
com tempos distintos de rotacdo e revolucdo. Isso significa
que cada um tem dias e anos Unicos, determinados pelo
tempo que leva para girar em torno de si mesmo e para
completar uma volta ao redor do Sol, isto é, os fendmenos
de rotacdo e revolucdo. A saber, frequentemente se chama o
movimento da Terra de translacdo, mas isso € um erro do
ponto de vista fisico, pois a palavra “translacdo” significa
“movimento de um corpo em que todas as particulas t€m em
cada instante a mesma velocidade, e esta mantém uma direcio
constante”. Esta defini¢do equivale a dizer que a translacgio é o
deslocamento de um corpo, em movimento uniforme, ao longo
de uma linha reta. Isso, obviamente, ndo € o comportamento
da Terra ao redor do Sol.

Figura 1. Planetas e suas Orbitas
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O alinhamento planetdrio é um termo usado em astro-
nomia para descrever o evento quando varios planetas se
agrupam em uma pequena area do céu. Os planetas do nosso
Sistema Solar nunca formam uma linha perfeitamente reta
no espago, pois suas Orbitas nido encontram-se no mesmo
plano. Todavia, em certos momentos, os planetas se agrupam
suficientemente perto em um lado do Sol que aparecem juntos
no céu. No ano de 2025, isto ocorre com mais precisdo no
dia 28 de fevereiro, onde os sete planetas - Merctrio, Vénus,
Marte, Japiter, Saturno, Urano e Netuno - estdo observaveis
no céu, sendo Urano e Netuno visiveis apenas com uso de
telescopios.

Supondo que estiverem bem alinhados, este fendmeno
acontecerd novamente apenas 33.586.072.340.020.200 (trinta
e trés quatrilhdes quinhentos e oitenta e seis trilhdes setenta e
dois bilhdes trezentos e quarenta milhdes vinte mil e duzentos)
anos depois.

A previsdo destes eventos pode ser obtida sem muitas
dificuldades, utilizando a decomposicdo de fatores primos.
Sabendo a durag¢do dos anos de cada planeta, basta calcular
o minimo mdltiplo comum (MMC) entre os elementos que

gostariamos que se alinhassem. O alinhamento dos planetas é
ilustrado na Figura 2.

Figura 2. Alinhamento de Planetas

Fonte: Shutterstock (2024).

Com a tabela I observamos que enquanto a Terra d4 uma
volta em torno do Sol, Mercurio ja o fez 4,375 vezes (basta
fazer 365 dividido por 88), por exemplo. Considerando que os
7 planetas se alinhem em 2025, isto acontecerd novamente em
2025 + mmc(88, 225, 687,4.332,10.760, 30.681,60.190), ou
seja, no ano 33.586.072.340.022.225 (trinta e trés quatrilhdes
quinhentos e oitenta e seis trilhdes setenta e dois bilhdes
trezentos e quarenta milhdes vinte e dois mil e duzentos e
vinte e cinco). Note que, por terem um tempo de revolucio
menor, Merctrio e Vénus poderdo estar alinhados em 2025 +
mmc(88,225) = 2025 + 19800 = 21825.

Tabela I: Periodo de revolucio dos planetas.

Planeta | Periodo de revolugdo (dias terrestres)
Mercirio 88

Vénus 225

Marte 687

Japiter 4.332

Saturno 10.760

Urano 30.681

Netuno 60.190

E importante observar que estes alinhamentos e outros
fendmenos nas 6rbitas dos planetas ndo afetam a atmosfera
da Terra, apenas nos proporcionam a experiéncia de observar
a beleza desses corpos celestes.

Referéncias:
[1] PlanetiRio, Disponivel em:
https://encurtador.com.br/IeRE1. Acesso em: 09 jan. 2025.
2] KhanA cademya, Disponivel em:
https://encurtador.com.br/1IEAqd. Acesso em: 09 jan. 2025.
[3]  Vito Technology, Inc., Disponivel  em:

https://encurtador.com.br/J2T7a. Acesso em: 09 jan. 2025.
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Tetracao

Augusto Pozzebon de Oliveira, UFSM.

océ ja ouviu falar sobre a tetracdo, também con-
hecida como hiper-4? A tetragdo ¢ um hiper operador, o
primeiro apds a exponenciacdo. Em 1947, o matemético inglés
Rubem Louis Goodstein (Figura 1) criou um método para
nomear as hiperoperacdes, sendo o prefixo grego do “nivel”
do hiper operador mais o sufixo “-¢do”.

Figura 1. Matemdtico Rubem Louis Goodstein

Fonte: Google Imagens (2025).

Como a exponenciacao representa o “nivel trés”, o proximo
termo foi batizado de fetra (“quarto nivel”), mais o sufixo
“-¢do”, assim surgindo a palavra tetracdao. Além disso, uma
notacao foi criada para expressar esses niimeros muito grandes
de forma compacta.

Mas, como funciona essa notacio? E bem simples, a
tetracdo € representada da seguinte forma:

na — a(l
Onde a é exponenciado a si mesmo n vezes.
Ademais, € definida dessa maneira:

Definicao: Para qualquer niimero real positivo a > 0 e inteiro
ndo-negativo n > 0, definimos "a por:

e "a=1,sen=0;
o
e "a=al Y sen>0.

Para a realizagdo do cdlculo devemos respeitar a
exponenciagdo, que deve ser feita da direita para a esquerda.
Observe o exemplo abaixo para melhor entendimento.

42 — 2222
N 2(2(22)) _ 2(2(4))
= 2016) — §5536.

Perceba que a tetracdo € diferente de

24 (22

Pois,

[(22)2]2 _ 2242.2
= 28 = 256.

Essa diferenca ocorre, visto que a regra de partir a
exponenciagdo de cima para baixo ndo foi respeitada.
H4 também algumas outras notagdes relacionadas a tetracao:

e a 11 n, chamada de Notacdo de Knuth;

e a — n — 2, chamada de Notag@o de seta encadeada de
Conway;

e "a = exp’(1), chamada de Notagdo da exponencial
iterada;

o a®n, hypery(a,n), chamado de Notagdo de hiper oper-
ador.

Agora, voltando no exemplo anterior, substituindo a = 2
por a = 3, ou seja, 43, Qual o resultado dessa conta?
Note que,

33
43 — 33
_ 33%7 _ 37.625.597.484.987

Com essa simples mudanga, obtém-se um nimero extrema-
mente grande. Esse é o poder da tetracdo, uma notagdo simples
que condensa um massivo nimero.

Infelizmente, apesar de ser extremamente interessante, suas
aplicagdes sdo bastante limitadas. Atualmente, a teoria é
explorada principalmente na drea de Matemadtica Pura.

E ai, vocés gostaram de saber mais sobre os hiper op-
eradores, em especial, sobre a tetragdo? E impressionante a
rapidez com que os nimeros crescem nessa operacdo. Se
achou interessante, ndo pare por aqui, hd muito mais para
explorar sobre o hiper-4 e seus sucessores. Boa sorte.

Referéncia:
[1] GOODSTEIN, R. L. Transfinite ordinals in recursive
number theory. Journal of Symbolic Logic, v. 12, n. 4, p.
123-129, dez. 1947.
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Por que 2+2 ¢ 47

Brenda Barichello Landim, UFSM.

UITAS vezes nés matematicos ja nos deparamos com
brincadeiras e/ou piadas do tipo “por que 1 4+ 1 =277
ou “por que 2 4+ 2 = 47?”. Vocé, em algum momento, ja se
perguntou porqué isso acontece? Por que aprendemos desde
criancas a somar da forma que somamos? Como toda teoria
matemdtica, existe uma justificativa por trds disso e eu vou
explicar um pouquinho para vocés sobre ela nesse artigo!
Primeiramente, temos que olhar para o conjunto dos
Niumeros Naturais N e a forma como este foi construido.
Conforme Lima (2014), ele pode ser caracterizado por trés
fatos, chamados Axiomas de Peano:

1. Existe uma funcéo injetiva s : N — N. A imagem s(n)
de cada nimero natural n chama-se o sucessor de n.

2. Existe um unico nimero natural 1 € N tal que 1 # s(n)
para todo n € N.

3. Se um conjunto X C Nétalque 1l € X e s(X) C X
(isto é, n € X = s(n) € X) entdo X = N.

Com menos rigor, podemos reformular esses trés fatos da

seguinte forma:

1. Todo nimero natural tem um sucessor, que ainda &
um numero natural; além disso, numeros diferentes t€ém
sucessores diferentes.

2. Existe um unico nimero natural 1 que ndo € sucessor de
nenhum outro.

3. Se um conjunto de niimeros naturais contém o niimero
1 e contém também o sucessor de cada um dos seus
elementos, entdo esse conjunto contém todos os nimeros
naturais.

Perceba que neste caso, ndo consideramos o 0 como ele-
mento de N.

Dessa forma, a partir desses axiomas, podemos definir
duas operagdes para o conjunto dos naturais: adi¢do e a
multiplicagdo. Nesse sentido, a adi¢@o associa a um par (m, n)
a sua soma m + n e a multiplicagdo associa esse par ao seu
produto m * n, onde m, n sdo ndmeros naturais. De forma
mais rigorosa, definimos a adi¢cdo, + : N x N — N, de modo
recorrente, por:

i. VneN,n+1=s(n)

ii. Ym,n e N,m+s(n) =s(m+n)

E, a multiplicacdo, * : N x N — N, também de modo
recorrente, definimos por:

i. Vne Nynxl=n

ii. Vm,n € Nm=*s(n)=(m=n)+n

Agora que ja temos essas duas operagdes bem definidas,
podemos pensar em responder a pergunta “por que 2+2 = 47,
Ou, de forma geral, “como se soma?”’.

Para isso, perceba que a defini¢do nos garante que somar 1
a um ndmero resulta no seu sucessor. Entdo:

e 1+ 1 =2 pois 2 é o sucessor do 1;

e 3+ 1 =4 pois 4 é o sucessor do 3.

Acho que deu para entender a jogada né? Se somou 1, entdo
temos um sucessor! Mas, e quando somamos mais que 1? Por
exemplo, quando queremos somar 4 + 3? Vejamos o que a
defini¢do nos diz!

Pelo item ii. temos que a soma se dard da seguinte forma:

e 4+ 3 =T pois 7 € o sucessor do sucessor do sucessor

do 4. Veja:

443=4+2+1)=(4+2)+1=6+1=7

Perceba que s6 sabemos operar para encontrar 0 sucessor,
ou seja, s6 sabemos somar 1!
Vamos tomar outro exemplo:

e 2+ 3 = 5 pois 5 é o sucessor do sucessor do sucessor
do 2. Note que:

24+43=24+(24+1)=(2+2)+1=4+1=5

Entdo, de forma andloga, agora sabemos o porqué 2 + 2
resulta em 4, pois 4 é o sucessor do sucessor do 2! Veja:

242=2+4(1+1)=@2+1)+1=3+1=4

Mesmo que ndo soubéssemos disso formalmente, desde
criancas aprendemos a ir somando “um por um”, seja uti-
lizando os dedos, palitinhos e/ou material dourado. Sendo
assim, aprendemos a ir somando sempre 1 para chegar ao
sucessor de forma recorrente, bem como € na teoria!

Do mesmo modo, hd uma justificativa do porqué a
multiplicacdo, j4 mencionada nesse texto, ¢ da forma que é.
Como o foco do artigo é adi¢do, vou dar apenas um exemplo
de como ¢ a multiplicagdo quando feita seguindo a rigor a
definicao:

o 2%x2 =4, de fato pois 2%2 = (1+1)*2=1%2+1%2 =

242
E, como ji vimos: 2 4 2 = 4!

Repare que precisamos da adi¢do para usar a definicao de
multiplicacdo, por isso na escola aprendemos primeiro a somar
para s6 depois aprendermos a multiplicar, pois uma depende
da outra!

Essa é apenas uma pequena curiosidade sobre as primeiras
operacdes que aprendemos quando entramos na escola. Mas,
ndo deixe de notar: até as coisas mais simples dentro da
Matematica, como somar e multiplicar, possuem justificativas
rigorosas e bem fundamentadas por trds, isso garante que a
teoria funcione de forma exata!

Referéncias:

[1] LIMA, Elon Lages. Analise Real: funcoes de uma
variavel. Rio de Janeiro: IMPA, 2014. 198 p.
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Propriedades Fundamentais do Conjunto de Cantor

Fabiane Sene da Luz, UFSM.

STE artigo busca explorar algumas das principais pro-

priedades do Conjunto de Cantor, apresentado por Georg
Cantor em 18833, e representado por C, sendo amplamente
utilizado em Anadlise, Topologia e Teoria da Medida.

O conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalo I =
[0, 1], obtido por meio da remogéo sucessiva do tergo central
de cada subintervalo. Neste artigo, destacamos algumas das
suas propriedades fundamentais, como o fato de ser fechado,
compacto, ndo enumerdvel, possuir interior vazio e ter medida
de Lebesgue nula.

Os elementos desse conjunto possuem expansio ternaria
(base 3) ! utilizando apenas os digitos 0 e 2, ou seja:

oo

C:{xE[O,l]:x:Z;,ine{O,Q}}. (1)

n=1

Cada nimero no conjunto de Cantor pode ser escrito em
base 3 sem o digito 1, pois os nimeros que contém esse
digito sdo exatamente aqueles removidos durante a construcio
do conjunto. Desta forma, sua representa¢do terndria contém
apenas zeros (0) e dois (2).

A construcdo do conjunto de Cantor ocorre por meio da
remogio sucessiva do tergo aberto central do intervalo [0,1] 1.
O conjunto final consiste nos pontos que nunca sio elimina-
dos nesse processo. Inicialmente, removemos o subintervalo
(1, 2), restando os intervalos [0, £] U [2,1], formando assim
o conjunto C;. Posteriormente, removemos o terco central de
cada intervalo remanescente, obtendo Cs,Cs, . .., continuando
o processo infinitamente (conforme ilustrado na figura 1).
Assim, temos:

IDCiDCDC3-++DCpr1DCp D 2)
onde C, é constituido pelos pontos de C,_; excluindo os

tercos médios de cada intervalo.

Figura 1. Constru¢do do conjunto de Cantor C

0 1
Il ]
0 + + 1
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1 2 1 2 I &
CETTT 7 o o 1
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Fonte: Alves ! (2008).

O conjunto de Cantor € fechado, pois a unido dos intervalos
abertos removidos forma um conjunto aberto !, logo seu
complemento € fechado.

Além disso, ele é compacto, visto que ¢ um subconjunto
fechado e limitado do espago métrico [0, 1]. Pelo Teorema de

Heine-Borel °, um subconjunto de R é compacto se e somente
se for fechado e limitado. Como C satisfaz essas condicdes,
concluimos que ele € compacto.

Outra propriedade essencial de C é ser nao enumeravel,
ou seja, ndo ha uma bijegdo f : N~ C . Isso ocorre porque
cada elemento de C pode ser representado por uma sequéncia
infinita de escolhas entre 0 e 2 na expansdo ternaria. O nimero
de tais sequéncias ¢ equivalente ao niimero de subconjuntos
dos nimeros naturais, que possui a cardinalidade do continuo.
Como o intervalo [0, 1] € ndo enumerdvel, segue que C também
é.

Destaca-se ainda que o conjunto de Cantor tem interior
vazio, ou seja, int(C) = (). Se contivesse um intervalo aberto,
conteria algum subintervalo de [0, 1], mas qualquer intervalo
aberto inclui pontos removidos na constru¢do, impossibili-
tando sua presenca em C.

Aratjo et al. demonstram que o conjunto de Cantor tem
medida de Lebesgue nula, ou seja, ocupa nenhum espago
na reta real, apesar de conter infinitos pontos. Isso se da
porque, em cada etapa, removemos um terco dos intervalos
remanescentes. Como a soma das medidas dos intervalos
removidos tende a 1, a medida do conjunto restante € 0.

Conclui-se, portanto, que o conjunto de Cantor desafia a
intui¢do matematica, pois, apesar de ser ndo enumerdvel como
[0,1], possui medida nula. Além disso, ele contém pontos
isolados e de acumulagdo simultaneamente, tornando-se um
exemplo peculiar de espaco topoldgico.

Em Andlise Real, ele é utilizado para construir funcdes
continuas nao diferencidveis em nenhum ponto, como a fungio
terndria de Cantor'.

Por fim, o conjunto de Cantor possui aplicagdes na Teoria
da Medida, Teoria dos Conjuntos, computacdo, criptografia,
fisica e sistemas dinamicos, incluindo estruturas com compor-
tamento cadtico.

Referéncias:

[1] ALVES, M. T. O conjunto de Cantor. Trabalho
de Conclusdo de Graduagdo em Matematica — Universidade
Federal de Santa Catarina, Florian6polis, 2008.

[2] ARAUJO, W. V. de, et al.. O conjunto de Cantor e a
funcao de Cantor-Lebesgue. Brazilian Journal of Develop-
ment, v. 8, n. 7, p. 53080-53088, 2022.

[3] DALPIAZ, M. R. Um estudo sobre fractais: origem
e proposta didatica para aplicacdo em aula. Dissertacio de
Mestrado em Matematica — Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana, Curitiba, 2016.

[4] LIMA, Elon Lages. Analise Real: Func¢des de uma
variavel. Rio de Janeiro: IMPA, 2009. 198 p.

[51 ZAHN, M. Analise real. Sido Paulo: Editora Blucher,
2022. E-book. p.210. ISBN 9786555065398.
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Modelando ideias: uma introdu¢ao sobre como
planejar e produzir objetos a partir da impressao 3D

Jodo Fernando Reich Scezny, UFSM.

Aimpressﬁo 3D pode ser utilizada para criar infinitos
objetos, desde os mais simples até os mais complexos.
Neste artigo, abordaremos o bdasico das principais etapas da
impressdo 3D (modelagem, fatiamento e impressdo), forne-
cendo dicas e truques para auxiliar na realizacdo do processo.
Ao longo do texto, acompanhamos a criacio de uma ficha
customizada, que é exemplificada pela “Figura 1”. Além
disso, aparecerdo alguns nomes de programas gratuitos que
vocé pode instalar ou acessar para preparar os seus proprios

projetos.

Figura 1. Ficha Exemplo

FRENTE VERSO

Fonte: Figura usada na 15° questdo da Prova Mirim da OBMEP (2023).

Antes de irmos para a impressora, devemos produzir uma
modelagem digital do objeto desejado. Através de um software
de modelagem qualquer, conseguiremos criar do zero varias
formas. Quando desejamos imprimir objetos relativamente
simples (paralelogramos, nimeros ou letras), muitas vezes,
estas formas poderdo ser encontradas prontas dentro do préprio
software. Entretanto, nem sempre pretendemos construir ob-
jetos elementares, portanto, precisaremos usar as ferramentas
disponibilizadas no programa para mesclar diferentes formas
e criar novos objetos.

Por exemplo, vamos pensar no processo utilizado na
criagdo da ficha apresentada na “Figura 17

o Escolher um cilindro para ser o conector das duas faces;

o Encontrar um soélido com formato de estrela;

o Encontrar um sélido com formato de coracio

o Ajustd-las conforme as proporcdes desejadas;

o Posicionar as trés pecas de acordo com o estipulado na
figura, criando um relevo a partir das formas de estrela e
0 coragdo;

o Selecionar todas as pecas;

e Aplicar a ferramenta “agrupar objetos”.

Desta forma, usamos algumas das ferramentas oferecidas no
programa para gerar um objeto original, distindo dos dis-
poniveis inicialmente. Em seguida, na “Figura 2”, sera possivel
observar um esbogo simples do procedimento adotado para a
criagdo da nova figura.

Figura 2. Modelagem de ”’Ficha Exemplo”

) O

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Finalizada a modelagem, podemos exportar o arquivo do
objeto para a proxima etapa, em um software de fatiamento
de sua preferéncia. O processo de fatiamento tem como fi-
nalidade determinar todas as caracteristicas que vocé pretende
atribuir ao objeto, por exemplo: tamanho, tempo de impressao,
temperatura do material e da impressora durante a impressao,
suportes, qualidade do acabamento, entre outros. Em outras
palavras, o fatiamento funciona como um intermediador, inter-
pretando a modelagem e descrevendo em formato de cédigos
todos os passos a serem seguidos pela impressora. Observe, na
“Figura 37, uma lista de possiveis configuragdes que podem
ser alteradas através do programa.

Figura 3. Configuragdes de Fatiamento

Print settings x

Profile Standard Quality ~

yel =
= Quality <
E walls <
% Top/Bottom <
B wfinl <
® material <
(% speed <
= Travel <
M cooling <
O cunnarr ¢

Fonte: Captura de tela do software Cura 3D, versdo 5.9.1, realizada em 25.
fev. 2025.

z

Inclusive, é importante que voc€ conheca previamente
o material a ser adotado na impressdo, pois algumas carac-
teristicas como a temperatura de derretimento, varia de acordo



JORNAL UlU/A TEMATICA, EDICAO 38, ANO 17, 2025

com o plastico escolhido. No geral, modelamos com dois
tipos plasticos: PLA (de fécil impressdo e conveniente para
protétipos ou objetos simples) ou ABS (mais resistente ao
calor e ideal para pecas que precisam de maior durabilidade).
Vale salientar, que caso uma temperatura inadequada seja con-
figurada, hd grandes chances de o objeto sair completamente
desfigurado na ultima etapa.

Portanto, devemos ficar muito atentos as alteragdes que
realizamos durante o fatiamento, pois existe a possibilidade
de estabelecermos configuracdes incompativeis com a im-
pressora. Definir alteracdes inadequadas pode acarretar em
complicacdes durante o processo de impressdo, resultando
em objetos defeituosos ou inacabados. Na “Figura 47, é
apresentado um modelo de fatimento, baseado no exemplo
inicial.

Figura 4. Fatiamento de ”Ficha Exemplo”

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Para a dltima etapa, vamos exportar o arquivo do fati-
amento para um cartdo de memoéria compativel com a im-
pressora 3D. Na parte superior da impressora podemos mudar
o rolo de filamento plastico. Inserindo o cartdo de memoria e
conectando o filamento ao bico da impressora, basta selecionar
o arquivo desejado que a madquina iniciard o processo de
impressao, como representado pela “Figura 5”.

Figura 5. Comeco da Impressao de ”’Ficha Exemplo”

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Nos primeiros minutos, a mesa e o bico irdo atingir
a temperatura determinada no processo de fatiamento. Em
seguida, o bico comegard a derreter o filamento ao decorrer da
mesa, formando as pecas através de camadas. O visor digital
demarca o andamento percentual da impressdo, sendo possivel
visualizar o tempo restante e a conclusdo do projeto. Quando

isto acontecer, basta esperar alguns minutos para a mesa esfriar
levemente, possibilitando a remocdo da base de impressdo e,
posteriormente, do objeto. Note que na “Figura 6”, o bico da
impressora retorna para a sua posicao inicial.

Figura 6. Fim da Impressao de ”Ficha Exemplo”
— N

LYo

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Observacdo: Se o projeto chegar a etapa final e apresentar
defeitos, € importante ndo ser precipitado ao assumir a origem
do problema, culpando uma etapa especifica. Por exemplo,
imagine que um objeto esteja na metade do processo de
impressdo e comece a se soltar da mesa. Parece tentador
atribuir a culpa a impressora 3D, certo? Nao necessariamente!
Embora a mesa possa realmente soltar a peca em determinadas
situacdes, também pode haver uma ma configuragdo na etapa
de fatiamento, caso a temperatura tenha sido ajustada abaixo
do ideal. Ou seja, ao nos depararmos com uma falha, é vélido
analisarmos todo o trabalho desenvolvido, na tentativa de
identificar diferentes causas.

A partir da leitura deste artigo, espero ter lhes dado um
breve vislumbre sobre a impressdo 3D. Entretanto, muitas oca-
sionalidades e empecilhos ainda ocorrerdo para quem deseja
se aventurar neste mundo, pois ndo ha como abranger todas as
possiveis adversidades em uma folha de jornal. Logo, tenham
em mente que muitos objetos sairdo “diferentes do esperado”e
a pratica € essencial para compreender os erros ao longo do
processo.
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Curvas Matematicas

Julia Poloniato de Salles, UFSM.

presente artigo tem como objetivo mostrar a aplicabi-

lidade das curvas planas no nosso dia-a-dia por meio
do brinquedo Espirdgrafo. Este consiste em um conjunto de
pecas de plastico: anéis, rodas, tridngulos, entre outras formas
dentadas com a finalidade das suas engrenagens encaixarem e
ndo deslizarem formando atrativas curvas matematicas.

Desde 1908 ja existiam brinquedos com engrenagens,
como, por exemplo, The Marvelous Wondergraph. Entre os
anos de 1881 e 1900 o Espirégrafo foi inventado pelo
matemdtico Bruno Abdank-Abakanowicz que ndo viu sua
invenc¢do ser desenvolvida e conhecida através da apresentagio
do Spirograph, pela primeira vez, na Feira Internacional de
Brinquedos de Nuremberg, em 1965, feita por Denys Fisher.
Assim, Fisher o produziu na Gra-Bretanha e vendeu seus
direitos para a empresa Kenner Products, que inicia suas
vendas nos Estados Unidos em 1966.

Para manipuld-lo basta fixar uma peca de plastico sobre
uma folha de papel. Em seguida, pegamos outra parte e
encaixamos na peca jd fixada na folha. Apds, inserimos uma
caneta e localizamos sua ponta num furo da peca que ficard
mével e comecamos a gird-la. Desta forma, ficard um rastro
da caneta no papel, ou seja, uma das curvas formada pelo
brinquedo, como mostra a Figura 1.

Figura 1. Exemplo de Espir6grafo

Fonte: Imagens Google.

Mas o que este brinquedo tem a ver com Matematica?
Ora, ele é capaz de produzir dois tipos de curvas, como
mostram as Figuras 2 e 3:

Figura 2. Exemplo de Hipotrocoide

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura 3. Exemplo de Epitrocoide

Fonte: Arquivo pessoal.

Contudo, hd diferenca nessas duas curvas. A Hipotrocoide
(Figura 2) € uma curva plana descrita pela trajetéria de um
ponto P, que estd no interior de uma circunferéncia de raio
r que tangencia e flui dentro de outra circunferéncia fixa de
raio R, onde R > r > 0. Similarmente ocorre na Epitrocoide
(Figura 3), embora diferenciando a tragetéria feita pelo ponto
da circunferéncia mével de raio r que gira externamente a
cirfunferéncia fixa de raio R.

Sob esse viés, podemos descobrir o valor do ponto
P em qualquer instante, para isso precisamos encontrar as
coordenadas da curva em fun¢do de um parametro, a fim de
definir a unicidade de qualquer ponto, ou seja, suas equacdes
paramétricas: P(t) = (z(t),y(t)).

Assim, considere uma circunferéncia ¢(C,r), onde d é
a distancia de P até o centro. Suponha que ¢ tangencie uma
circunferéncia A\(O, R), fixa centrada na origem, de tal forma
que o centro C esteja sobre o €ixo O,.

Figura 4. Circunferéncias (O, R) e ¢(C,r)

Fonte: Arquivo pessoal.

Desse modo, quando ¢ comega a girar internamente,
sem deslizar tangenciando A\ € notdrio a tragetéria de P, que
forma ZQOE’, cuja medida em radianos é o parametro t.
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Figura 5. Exemplo de Espirégrafo
J—

Fonte: Arquivo pessoal.

Dessa maneira, podemos tirar algumas relacdes:

2(t) = OD = OA+AD
y(t) = PD = BA

Note que, AD=BPeBA=CA — CiB, assim temos:

z(t) = OA+BP
{ y(t)=CA - CB

Em relagdo ao tridngulo OCA: OC = 0Q - 0Q =
R—r;0A = (R —r)cost; AC = (R — r)sent, portanto:

z(t) = (R — ) cost+BP
{ y(t) = (R —r)sent — CB

Em relagdo ao tridngulo CBP: BP = d.sen(f); OB =
d.cos(0). Desse modo:

x(t) = (R — r) cost+d.sen(0)
{ y(t) = (R —r)sent — d.cos()

Entretanto, ndo é possivel escrever P = (z(t),y(t)) em
funcdo de 6. Diante disso, precisamos encontrar § em relagio
a t. Por defini¢do, o comprimento do arco OE’ = R.t. Mas,
os arcos QF = QFE’, e QF = r.a, entdo temos:

QF = QF —
Rt=ra —
Rt
a=—
r

No tridngulo OC A:

s

ﬁ:ﬂ'fgftﬁ

Os /OCFE e /ECQ formam um par linear, ou seja, 5 +
6 + o = 7. Substituindo os valores encontrados dos angulos,
teremos:
B+0+a=1 =

(g—t)+9+(P;'t) =1 =

Descoberto o valor de 6 podemos substitui-lo em x(t) e y(t):

{ z(t) = (R —r)cost+d.sen(F + (T_Tip”)t)
R—

y(t) = ( r)sent — d.cos(§ + (7—7”7’3)'5)

Usando as seguintes igualdades trigonométricas:

cos (g + 'y) = —sen(7)

sen (g + 7) = cos(7)
cos(—) = cos()
sen(—y) = —sen(y)

Iremos obter a parametrizacio da hipotrocoide:

x(t) = (R — r) cost+d.cos (R;rr)t

y(t) = (R — r)sent—d.sen @

Analogamente, fazendo passos similares para a Epitro-
coide chegaremos na sua parametrizagao:

(R+r)t

T

(R+r)t

T

8
—
~
N
Il

(R+r)cost—d.cos
y(t) = (R + r)sent—d.sen

Logo, podemos notar que as equagles paramétricas
ndo sdo tdo atrativas quanto seus desenhos, os quais seriam
dificeis de realizar a mao pela periodicidade, porém isso é
didlogo para outro artigo.
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Uma introdugao aos conjuntos de Julia e
Mandelbrot

Mariana Tacques, UFSM.

conjunto de Julia associado a um polindmio qualquer

(2) = ap + a1z + azz? + ... + a, 2™ definido no plano
complexo C com coeficientes complexos e n > 2, criado em
1918 por Gaston Julia (1893-1975), é um objeto fractal com
uma estética e propriedades intrigantes. Cada conjunto de Julia
é obtido a partir do estudo das iteradas de um polindmio
da forma f(z), possuindo assim, conexdo com a teoria de
Sistemas Dinamicos.

Para compreender a definicdo do conjunto de Julia, inici-
almente vejamos o que € a 6rbita de um ponto. Considere
um polindmio qualquer f(z) no plano complexo e fixado
zo € C, a orbita de zp é o conjunto O(zp) = {f"(20) :
VneNU{0}} = {20, f(20), f?(20), .-, f*(20), ...}, onde
f* = fo...of. Por exemplo, a 6rbita do ponto 3 com

—_——
n vezes
relagio ao polindmio f(z) = 22, é o conjunto O(3) =
{3,9,81,6561,...}. Ainda, uma 6rbita ¢ dita finita se possui
um numero finito de elementos, do contrario, € chamada de
infinita.

Segundo Falconer (2003, p.215), fixado um polindémio f(z)
no plano complexo , o conjunto de Julia J(f) de f ¢é
formado pela fronteira do conjunto de pontos cujas orbitas
ndo escapam para o infinito, ou seja, J(f) = 9K (f), onde
K(f)={z€C: f*¥(z) £ o}. Observe que, existem pontos
cujas Orbitas tendem ou ndo para o infinito. Para o polindmio
f(z) = 2% tem-se que J(f) = {z € C: |z| = 1} , isto §,
o circulo unitario no plano complexo. Pode-se justificar que,
para qualquer polindmio f(z), os conjuntos K (f) e J(f) sdo
ndo-vazios e compactos, com J(f) C K(f).

O conjunto de Julia pode ser entendido como um conjunto
repulsor dindmico no plano complexo. Dessa forma, uma
maneira eficaz de construir os conjuntos de Julia (sempre por
meio de softwares) € colorir os pontos com uma cor x cujas
orbitas sao finitas, e colorir os pontos cujas Orbitas sdo infinitas
de cor y. O conjunto de Julia do polindmio escolhido é entdo,
a fronteira entre as duas regides.

Segundo Layek (2015, p.597), para cada polindmio f(z), o
conjunto de Julia J(f) é ndo enumerdvel, ndo contém pontos
isolados e além disso, ou € totalmente conexo ou totalmente
desconexo (essa propriedade de conexidade é também vélida
para o conjunto K (f) associado). Ademais, possui a propri-
edade fractal de dimensdo ndo inteira e autossimilaridade.
Algumas destas propriedades sdo similares as apresentadas
pelo Conjunto de Cantor, exemplo notério na teoria dos
conjuntos fractais.

Os conjuntos do tipo J(f) sdo estruturas onde podem
ser explorados diversos conceitos da geometria fractal e dos
sistemas dindmicos, como a iteracdo de uma funcdo com-

plexa, conexidade de conjuntos e comportamentos periddicos
e cadticos, os quais sdo importantes propriededades dentro de
tais estudos.

Quando aplicado em outros campos da matematica além
de Geometria Fractal e Sistemas Dindmicos, os polindmios
complexos podem gerar novos conjuntos de Julia. Um exemplo
disso se d4 a partir do estudo do método de Newton sobre um
polindmio complexo, sugerido inicialmente pelo matemético
Arthur Cayley (1821-1895). Dado um polindémio f(z) no
plano complexo e denotando por g(z) a fung¢do do método
de Newton cujas iteradas geram as raizes de f(z), ocorre
que pontos fixos de g(z) serdo as raizes do polindmio f(z)
com uma propriedade especial: serdo atratores! Isto significa
que o plano complexo serd divido em regides (as quais serdo
chamadas de dominios de atra¢iio) cujas orbitas dos pontos
irfio tender as raizes de f(z). A fronteira entre essas regioes,
serd um conjunto de Julia associado a fun¢do g(z). Na figura
3, estd representado o conjunto de Julia gerado pelo método
de Newton aplicado ao polindmio f(z) = 23 — 1, cujas raizes
sdo 1,e2™/3 ¢ ¢i47/3 O dominio de atracdo de 1,e2™/3 e
eHm/3 ¢ g regido em vermelho, verde e azul, respectivamente.

Figura 1: Método de Newton aplicado ao polindmio f(z) = z* — 1

Q

Fonte: FREITAS, Artur (2010).

A partir de agora, serd considerado o conjunto de Julia
definido a partir de um polindmio complexo quadritico da
forma f.(z) = 2% + ¢, onde z e ¢ sdo nimeros complexos.
Nesse contexto, ¢ é considerado uma constante fixa e¢ o
conjunto de Julia associado serd denotado simplesmente por
J.. Como citado anteriormente, a natureza dos conjuntos J,
pode ser conexa ou totalmente desconexa. Como ilustragdo
disso, nas Figuras 2 e 3 abaixo, considerou-se a constante
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¢ =14 0.05¢ para gerar um conjunto conexo, € a constante
¢ = 0.667 para gerar um conjunto desconexo, respectivamente.

Figura 2: Conjunto conexo

Fonte: Falconer (2003)

Dado um polindmio f.(z), como determinar se o conjunto
de Julia J. associado € ou ndo conexo? Para responder isso,
toma-se o conjunto de Mandelbrot M, criado em 1979 pelo
considerado pai da geometria dos fractais Benoit Mandelbrot
(1924-2010). Fixado um valor inicial z5 € C, o conjunto
de Mandelbrot M, é a regido do plano complexo formada
pelos parametros ¢ cuja sequéncias definidas recursivamente
por zp41 = z,% 4+ ¢, com k£ =0,1,2, ..., ndo vao para infinito
quando k — oco. Observe que, a 6rbita dos polindmios f.(z)
satisfaz a equagf@o de recorréncia do conjunto de Mandelbrot
M. Assim, como o conjunto de Julia J, e o conjunto K (f.)
sdo conexos ou desconexos simultaneamente (pois J. é a
fronteira de K(f.)), segue que o conjunto de Mandelbrot
¢ formado pelos valores de ¢ onde J. é conexo, isto é,
M ={ceC:J, é conexo}.

Figura 3: Conjunto desconexo

Fonte: Falconer (2003)

E possivel caracterizar ainda o conjunto de Mandelbrot M
como, a regido do plano complexo formada pelos pardmetros
c de modo que a 6rbita da origem f¥(0) ndo tende para
o infinito. Consequentemente, é necessdrio analisar apenas a
Orbita da origem de um polindmio f.(z), para determinar
se o conjunto de Julia J. associado é ou ndo conexo. A
escolha da origem para essa caracterizacdo ndo & arbitraria.

Esta relacionada com o fato de a origem ser um (e tnico)
ponto critico de todos os polindmios f.(z).

E importante ressaltar que os conjuntos de Julia e o con-
junto de Mandelbrot sdo determinados a partir de variaveis
distintas. Cada conjunto de Julia J. estd associado as Orbitas
de um unico polindmio f.(z), onde este varia em todo o
plano complexo. Ou seja, para cada pardmetro ¢, determina-
se um unico conjunto de Julia. Por outro lado, o conjunto de
Mandelbrot M ¢é um subconjunto dos pardmetros ¢ do plano
complexo e ele ndo estd relacionado com as 6rbitas da equacio
de recorréncia que o define. o visual de tal conjunto (denotado
pela Figura 4) é composto por um cardidéide ao centro que é
cercado por estruturas que se assemelham 4 brotos em sua
borda. Estas estruturas sdo, em menor escala, uma cépia da
imagem principal, ou seja, (M) é um conjunto que exibe a
propriedade de autossimilaridade.

Figura 4: Conjunto de Mandelbrot

Fonte: Universidade Federal de Juiz de Fora (2020).

Por fim, entende-se que este estudo introdutério sobre
tais conjuntos é imprescindivel para posteriores formalizacdes
de conceitos que foram explicitados neste texto. Além disso, o
estudo dos conjuntos de Julia e Mandelbrot estdo fortemente
ligados ao método de Newton Fractal citado acima, sendo de
grande valia o conhecimento de tais estruturas para posteriores
avalia¢des de como alguns polindmios reagem a este método,
quais propriedades se mantém e até mesmo a verificacdo da
possibilidade de gerar ou nfio imagens parecidas com f(z) e
M).
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Uma Introducao as Equacoes de Navier-Stokes

Matheus Brum, UFSM.

ste artigo tem como objetivo apresentar as Equagdes

de Navier-Stokes e suas aplicagdes em problemas de
Dindmica de Fluidos. Nesse contexto, destaca-se que, em
1822, o engenheiro e fisico francés Claude-Louis Navier
(1785-1836) deduziu um sistema de equacdes que descrevia,
de forma aproximada, o comportamento de certos fluidos.
Vinte anos depois, o matemadtico e fisico irland€s Sir George
Gabriel Stokes (1819-1903), partindo de um modelo distinto,
aprimorou essa formulagdo. Como resultado, as equagdes
passaram a ser conhecidas como Equacdes de Navier-Stokes,
em homenagem a ambos.

Além disso, as Equacdes de Navier-Stokes sdo Equagdes
Diferenciais Parciais (EDPs) que descrevem o escoamento
de fluidos e sdo amplamente utilizadas na modelagem do
clima, das correntes oceéanicas e entre outros. No entanto, na
prética, apenas os casos mais simples podem ser resolvidos
analiticamente, pois essas sdo EDPs nao-lineares na maioria
das situacdes reais, o que dificulta a obteng@o de solugdo.

Quanto a deducdo dessas equagdes, € fundamental estabe-
lecer algumas defini¢cdes essenciais. Dessa forma, existem duas
maneiras de descrever o movimento de um fluido, a primeira
delas é a chamada descricdo lagrangiana, a qual acompanha
o movimento de cada particula individualmente.

Uma abordagem alternativa para descrever a trajetéria de
uma particula é considerar a velocidade v(x,t) da particula
na posi¢do x em um instante t. A fun¢do v chama-se campo
de velocidades e esta é a descrigcdo euleriana.

Outra defini¢do importante € a da Derivada Material de
uma funcgéo f(x,t), denotada por DD—{, que representa a taxa
de varia¢do de f ao longo da trajetdria da particula no instante
t. A Derivada Material é calculada da seguinte forma:

bs =v-V+ 9 f
Dt ot
onde V denota o gradiente e - o produto interno.

Além disso, consideremos o Teorema do Transporte, que
permite calcular a taxa de variacdo de uma propriedade de um
fluido. Seja

$:Qx(0,T)—Qx(0,7)

um difeomorfismo, f uma funcdo regular definida em 2 x
(0,7), e Q = ¢(Qo,t) uma regido onde se pode aplicar o
Teorema da Divergéncia. Entdo, temos:

d Df
it Jo, (x,t)dx—/gt (Dt —I—fV.v> (z,t) dr
onde V - v € a divergéncia do campo de velocidade v.
Ademais, a defini¢do da Conservagcdo da Massa expressa
o fato de que o fluido é um meio continuo e é descrita da
seguinte forma:
Dp

Eerdivv:O. @))

A partir desta equacdo, temos que se p for constante,
entdo o fluido é incompressivel, ou seja, div v = 0.

Por fim, consideramos a Conservacdo do Momento, a
qual € descrita pela seguinte equacio:

Do

"Dt

onde pf representa as forgas externas que atuam no fluido e
Div 8§ as forgas internas.

Porém, as equagdes (1) e (2) sdo insuficientes para
descrever o fluido. Assim, vamos relacionar S com as outras
variaveis, ou seja, vamos considerar Div S = —Vp, em que
p € a fungdo pressao.

Ao tentarmos obter formas para matriz S que incluam
forcas de viscosidade, argumentos fisicos e matematicos,
permitem-nos concluir que, em primeira aproximagdo, S deve
ser dada por

S=—pl + p/'(divo)] + pu(G+GYH) 3)

=pf +DivS 2)

onde, 1 e 1/ sdo constantes, G* denota a transposta de G, que
denota a matriz Vv:

(9’01 81}1 61}1

(923'1 8%2 Bgcg

_ _ B’Uz 61}2 6’(}2
G - V’U - 8{131 8932 8933
Ovs Ovs dvs

3921 82’,‘2 8£3

Para completar o sistema formado pelas equagdes em (1),
(2) e (3) podemos supor que o fluido é incompressivel. Isto
implica em duas simplificagdes: O termo p/div v desaparece
e mostra-se a igualdade div (G + G') = Aw.

Entdo, a equagdo (2) escreve-se como:

Dv
"Dt
conhecida como a Equagdo de Navier-Stokes.

E ai, gostou de aprender sobre as Equagdes de Navier-
Stokes? Se a resposta for sim, em breve havera um Trabalho
de Conclusdo de Curso (TCC) aprofundando esse assunto.
Fique de olho, vocé ndo pode perder!

=pf—Vp + plw
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A Poupanca como uma Tematica de Educagao
Financeira Escolar no Ensino Fundamental

Matias Corréa do Amaral, UFSM.

Educagao financeira tem se tornado um tema essencial

no contexto escolar, dado o impacto direto das decisodes
financeiras na qualidade de vida dos individuos. A poupanga
é uma das principais formas de investimento utilizadas no
Brasil, caracterizando-se pela sua seguranga e isengdo de
custos, apesar do baixo rendimento. Do ponto de vista da
Educacdo Financeira Escolar, mais do que apenas acumular
dinheiro, ¢é fundamental desenvolver habilidades como
planejamento, controle de despesas e estabelecimento de
metas.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) recomenda
a inclusdo de tépicos como taxas de juros, inflagio e
investimentos, reforcando a importincia da educacdo
financeira desde os anos iniciais do Ensino Fundamental.
Essa diretriz ressalta a importancia de preparar os alunos
para usar o dinheiro de forma consciente, entender o valor do
consumo e tomar decisdes financeiras fundamentadas.

Diante do exposto, este trabalho tem como objetivo
apresentar um mapeamento de dissertacoes e teses que
abordam a nocdo de poupanca no Ensino Fundamental.
Para tanto, segue uma perspectiva qualitativa e considera
os repositérios da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e
Dissertacdes (BDTD) e do Catdlogo de Teses e Dissertagdes-
CAPES. Por meio dos termos de busca “poupanga”,
“fundamental” e “matemdtica”, conectados pelo operador
booleano AND, até o dia seis de junho de 2024, foram
identificadas nove dissertagdes.

Os dados coletados foram sistematizados considerando
informagdes institucionais (autor, titulo, orientador, programa
e instituicdo) e aspectos metodoldgicos (objetivos, palavras-
chave, conceitos abordados, sujeitos pesquisados, atividades
didaticas e principais resultados). Para assegurar a relevincia
dos estudos para o contexto escolar, foram excluidas duas
pesquisas: uma sobre a poupanga na compra de escravos
no Rio de Janeiro no século XIX e outra relacionada a
portfélios de investimentos financeiros. Assim, o corpus final
de andlise foi composto por sete dissertacdes, organizadas
cronologicamente e codificadas de P1 a P7.

Os resultados apontam que quatro dissertacdes estdo
vinculadas ao Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional, duas ao Programa de Mestrado
Profissional em Educacdo Matemadtica da Universidade Federal
de Juiz de Fora e uma ao Programa de Mestrado em Ensino
de Ciéncias e Matematica da Universidade Anhanguera,
ambos da drea de Ensino. As andlises revelam que P1, P6

e P7 abordam conceitos matemadticos como porcentagens,
juros simples e compostos, taxas, descontos e sistemas de
amortizacdo. P4 inclui fun¢do afim, exponencial e logaritmica,
progressdes e variagdes cambiais e inflaciondrias. Quanto as
atividades didaticas, P4 ndo apresenta propostas, enquanto P1
e P6 contém apenas sugestdes. Ja P2, P3, PS5 e P7 analisam
a aplicac@o das atividades, com destaque para P3 e P5, que
utilizam a Teoria dos Campos Semanticos.

A Figura 1 apresenta um resumo das pesquisas
analisadas:

Figura 1. Quadro das pesquisas analisadas.
~ Autor(a)
Orientador(a)

I Educagio Financeira no Ensino  Rodrigo Affonso Lima
Médio atraves de proposta aplicada a Cliudia Ferreira Reis UFR] Somente a
financiamentos  imohilidrios  pelo Concordida PROFMAT proposta
sistemas SAC ¢ Price.
Ecasaois Eueneivy gy aniean Aloisio Pedro Hammes UFFS Implementa seis
Escolar do Estudunte No Ensino  p o, TeresighaReichert  PROFMAT  atividades
Fundamental 11
Fiicaiks Flaoeia 4 nodo o Dailiane de Fatima Souza
Cabral UFJF Implementa duas
POUPANGA M03 ANOS iniciais do ensing .oy Melchiadesda PRGEM tarcfas
fundamental. i
Silva
E ducag o Financeira: uma
Sequéncia Diddtica para estudantes Paule Roberto Pereira UFABC
Ilim anos  finms  do  Ensino Jair Donadell Jimior PROFMAT B
Fundamental ¢ Ensino Médio
Educagio Financeira: a nogio anana.}-‘lana i 53"“ 1ol UFJF Implementa oito
poupanga no ensino fundamental ’\mwﬂm‘mi]:hmkﬁ e PPGEM atividades
H::;::;:“‘ ““"““""“h;:‘;:;"cn‘:: Luiz Amionio de Lima URIF 5::1';:::0“
Nelson Dantas Louza Janior PROFMAT
urmisbi liirio,
Educagio Financeira: uma , .
Sequéncia Diditica parn estudantes Murilla A‘:::"? =tauca UNIDERP  Implements seis
dos anos  finais  do  Ensino Amﬁn‘i‘:{:&lcﬁ MECMAT atividades
Fundamental ¢ Ensino Médio

Fonte: O autor (2024).

Apds a andlise das pesquisas, € possivel observar que
a maioria explora a poupanca como ferramenta pedagdgica
para a compreensdo de conceitos matematicos, especialmente
relacionados a taxas de juros, progressdes e sistemas de
amortizacdo. Isso demonstra a importincia de vincular a
Matematica Financeira ao cotidiano dos alunos, promovendo
uma aprendizagem mais significativa e aplicavel a realidade.

Além disso, os dados evidenciam que a inclusdo de
atividades préticas e contextualizadas auxilia na compreensao
dos conceitos financeiros pelos estudantes. A abordagem
que privilegia o protagonismo discente, como ocorre em P2,
parece ser mais eficaz para promover uma aprendizagem
significativa. Estratégias como simula¢des financeiras,
resolucdo de problemas reais e o uso de tecnologia podem
aprimorar ainda mais o ensino da poupanca e de outros temas

Atividades
o i e

2 ano

(EM)

E"ano

(EF)

Zano
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(EF) ¢
(EM)

B ano

(EF)

3 ano
(EM)
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financeiros.

Os conceitos matematicos abordados nas dissertagdes
analisadas sdo variados, abrangendo porcentagens, juros
simples e compostos, taxas de juros e descontos (P1, P6,
P7); fungdes afim, exponencial e logaritmica, progressoes
aritméticas e geométricas, variacdo cambial e inflacdo
(P4); além de financiamento imobiliario e sistemas de
amortizacdo (P3, P5). A inclusdo desses conteidos nas
praticas pedagodgicas permite aos alunos compreender, de
forma mais concreta, o impacto das decisdes financeiras
em seu cotidiano, promovendo o desenvolvimento de
competéncias fundamentais para uma gestdo consciente e
critica dos recursos financeiros.

Quanto as metodologias e atividades didaticas, apenas
P4 n3o apresenta atividades, enquanto P1 e P6 trazem
sugestdes. J4 P2, P3, PS5 e P7 analisam a aplicagdo prética
das atividades, com destaque para P3 e P5, que se baseiam
na Teoria dos Campos Semanticos, e P2, que valoriza o
protagonismo do aluno no aprendizado. Essas diferentes
abordagens metodoldgicas refletem a importancia da escolha
de estratégias diddticas adequadas para potencializar a
compreensdo dos conceitos matemadticos e sua aplicabilidade
na vida dos estudantes.

A andlise das dissertacdes evidencia que a poupanga,
enquanto tema de educacdo financeira escolar, é abordada
de diversas formas, com énfase em conceitos matematicos
e metodologias diferenciadas. Os resultados indicam que a
educacdo financeira no Ensino Fundamental deve integrar nao
apenas calculos matemadticos, mas também discussdes sobre
planejamento financeiro e tomada de decisdes.

O alinhamento das dissertacdes as diretrizes da
BNCC destaca a importancia da Educac¢do Financeira no
curriculo para formar estudantes mais conscientes sobre o0s
desafios econdmicos. Além de ampliar a compreensido sobre
poupanga, consumo responsdvel e planejamento financeiro,
essa abordagem desenvolve habilidades para tomadas de
decisdes informadas. A andlise das pesquisas evidencia
a necessidade de praticas pedagdgicas inovadoras, como
atividades interativas, resolucdo de problemas praticos e
contextualiza¢do dos contetidos com o cotidiano, tornando o
ensino mais dindmico e significativo para os alunos.

Sendo assim, este estudo reforca a importincia de
investir em praticas pedagdgicas que incentivem a autonomia
financeira desde os anos iniciais da educacdo bdsica. Isso
promove nio apenas conhecimento matematico, mas também
habilidades essenciais para a vida, como planejamento,
controle financeiro e consumo consciente.
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Funiculite em Equinos Castrados: Uma Revisao
sobre Diagnostico, Causas e Tratamento

Nelsiele Rocha da Silva Vieira, UFSM.

Castracdo é um procedimento comum na medicina

veterindria de equinos, realizado por diversas razoes,
como o controle reprodutivo, comportamento indesejado ou
prevencdo de doencas. No entanto, essa intervencdo pode levar
a complicagdes pds-operatdrias, sendo uma das mais preocu-
pantes a funiculite, uma inflamacdo do corddo espermatico.
A funiculite em equinos castrados é uma condicdo que afeta
principalmente animais de idade jovem ou aqueles submetidos
a castracdo inadequada. Este artigo tem como objetivo abordar
as causas, diagnéstico, consequéncias e tratamentos para a
funiculite em equinos castrados.

A funiculite pode ocorrer como consequéncia de uma
infecc@o bacteriana, trauma fisico ou uma técnica inadequada
durante a castragdo. O cordao espermdtico, que inclui vasos
sanguineos, nervos e ductos deferentes, ¢ um alvo potencial
para infec¢des que podem ser introduzidas durante o proce-
dimento. Em muitos casos, a contaminagdo ocorre por meio
de instrumentos ndo esterilizados ou ambiente inadequado, au-
mentando o risco de inflamagdo. A infeccdo pode se espalhar,
resultando em complicagdes graves, que exigem tratamento
imediato.

Além disso, a técnica de castracdo € um fator importante.
Em alguns casos, a remog¢do incompleta dos testiculos ou
falhas na sutura podem deixar tecidos suscetiveis a infecgdes.
A manipulacdo inadequada do corddo espermdtico durante
o procedimento também pode causar trauma, resultando em
inflamacdo local.

O diagnéstico da funiculite € predominantemente clinico,
baseado na histéria do animal, sinais clinicos e exames fisicos.
Os sinais mais comuns incluem dor localizada, inchago no
local da castragdo, febre, e secre¢do purulenta ou sangui-
nolenta na regido da incisdo. Em casos mais graves, pode
haver formacgdo de abscessos ou até mesmo ruptura do cordao
espermadtico. Exames laboratoriais, como cultura bacteriana do
fluido purulento, podem ser realizados para identificar o agente
infeccioso e determinar o tratamento antibiético mais eficaz. A
ultrassonografia também pode ser util para avaliar a extensdo
da inflamacdo e verificar a presenca de abscessos ou outras
complicacdes internas.

O tratamento da funiculite geralmente envolve a
administracdo de antibidticos, sendo fundamental a escolha
adequada do medicamento, de acordo com o agente patogénico
identificado. Em casos leves, a terapéutica antimicrobiana
pode ser suficiente para resolver a infeccdo. Em casos mais
graves, quando ha formacao de abscessos ou necrose, pode ser
necessdrio realizar procedimentos cirtirgicos, como na figura
1.

Além do uso de antibidticos, o controle da dor também é
um componente essencial do tratamento. Anti-inflamatdrios

ndo esterdides (AINEs) sdo frequentemente utilizados para
aliviar a dor e reduzir a inflamacdo. O monitoramento
constante do estado do animal, com ajustes terapéuticos, pode
ser necessario até a resolucdo completa da infeccao.

Figura 1. Retirada de abcesso (funiculite)

Fonte: A autora (2022)

A prevencdo da funiculite em equinos castrados envolve
préaticas adequadas de castracdo. Garantir que o ambiente seja
estéril e que os instrumentos utilizados estejam devidamente
limpos pode minimizar significativamente o risco de infec¢ao.
Além disso, a castragdo deve ser realizada por profissionais
experientes, que saibam identificar potenciais complicacdes
durante o procedimento. O acompanhamento pds-operatdrio
também ¢ essencial, com cuidados adequados no manejo da
ferida e monitoramento para sinais precoces de inflamagdo ou
infec¢do.

A funiculite em equinos castrados é uma complicacio
rara, mas grave, que pode resultar em desconforto significa-
tivo para o animal e complica¢des clinicas de longo prazo.
A prevencdo, por meio de técnicas cirirgicas adequadas e
cuidados pés-operatorios rigorosos, ¢ a melhor forma de evitar
essa condi¢do. O diagnéstico precoce e o tratamento eficaz
com antibidticos e suporte clinico adequado sdao fundamentais
para a recuperacdo do animal. O conhecimento sobre essa
condi¢do é essencial para veterindrios, proprietarios e tratado-
res de equinos para garantir a saide e bem-estar dos animais
castrados.
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Uma Breve Biografia de David Hilbert

Rafael Schwertner, UFSM.

AVID Hilbert foi um famoso matematico alemao do final

do século XIX e inicio do século XX, tendo influenciado
significativamente a forma de se abordar a Matemadtica, bem
como a sua estruturacao.

Hilbert, retratado na Figura 1, nasceu no dia 23 de janeiro
de 1862, no antigo estado alemdo da Prissia Oriental, em
Konigsberg, atual Kaliningrado, Rissia. Seu interesse pela
matematica cresceu ao frequentar a escola intitulada Wilhelm
Gymnasium, onde se graduou no que chamariamos hoje de
ensino médio.

Figura 1. David Hilbert, mateméatico alemao.

Fonte: Tutor Mac (2025).

David continuou seus estudos na Faculdade de Konigs-
berg, conhecendo outros mateméticos influentes que o ajuda-
riam a moldar sua trajetéria. Em 1885, obteve seu PhD.

Apds realizar, na época, 0s exames necessdrios para
poder atuar como docente, comecou a trabalhar na mesma
universidade em que se graduou, lecionando em Konigsberg
de 1886 a 1895. Um ano depois, em virtude das suas boas
relacdes e contatos que adquiriu durante sua formacao, David
foi convidado a assumir uma posicao na prestigiada faculdade
de Gottingen, lugar onde varios matematicos importantes ja
haviam lecionado, entre eles Bernhard Riemann, Peter Gustav
Lejeune Dirichlet e Carl Friedrich Gauss. La trabalhou até o
fim de sua vida.

Hilbert possui muitos trabalhos originais, no entanto,
os de maior destaque sdo as obras intituladas Zahlbericht
(Comentdrio sobre Nimeros), publicada em 1897, que aborda
a teoria dos nimeros invariantes, e a famosa Grundlagen der
Geometrie (Fundamentos da Geometria), publicada em 1902,
onde ele propde 21 axiomas fundamentais da Geometria e
demonstra a importancia de cada um deles. Os Fundamentos
da Geometria foram tdo importantes que a obra foi publicada
em 10 edicdes e é devido a esse trabalho que David Hilbert
¢ considerado o matemdtico mais importante na drea depois
de Euclides. A obra é, também, um marco no tratamento mais
axiomdtico da Geometria.

Além de seus trabalhos, Hilbert também é conhecido
por apresentar no Congresso Internacional de Matematica,

realizado em Paris no ano de 1900, os famosos 23 Proble-
mas de Paris. Tais problemas deveriam ser o foco para os
matemdticos do século XX. A Conjectura de Goldbach, o
Principio de Extensdo de Dirichlet e a Hipétese de Riemann
sdo algumas destas incognitas propostas. Desde entdo, muitos
ja foram resolvidos, mas mesmo com a virada do milénio,
varios matematicos ainda abdicam de um grande tempo de
suas vidas visando resolver os problemas restantes.

Hilbert recebeu varios prémios e honrarias ao longo de
sua vida, sendo eles:

e 1901: eleito membro honorario da Sociedade Matematica
de Londres;

e 1905: a Academia de Ciéncias da Hungria o mencionou
em uma citacdo especial,;

e 1910: recebeu o prémio Bolyai da Academia de Ciéncias
da Hungria;

o 1928: eleito membro da Real Sociedade de Londres;

e 1930: apds se aposentar, recebeu o titulo de cidadao
honorério da cidade de Konigsberg;

e 1939: foi agraciado com o prémio Mittag-Leffler pela

Academia de Ciéncias da Suécia;

e 1942: eleito membro honorario da Sociedade de Ma-
tematica Alema.

Em 1930, Hilbert anuncia sua aposentadoria. Ainda nesse
ano, realiza seu discurso intitulado Naturerkennen und Logik
(O Entendimento da Natureza e Ldgica), em sua cidade
natal Konigsberg. Nessa ocasido, ele reafirma sua paixdo pela
Matematica, proferindo ao final do discurso sua famosa frase:
Wir miissen wissen, wir werden wissen (NOs precisamos saber,
nds iremos saber).

Pouco depois, em 1933, com a chegada do nazismo ao
poder da Alemanha e a remocdo de todos os seus colegas
professores judeus de Gottingen, Hilbert se torna melancélico
e desgostoso com a situag@o politica de seu pais, passando a
grande parte de seu tempo em longas caminhadas pelo campus.

Em 1942, em um de seus passeios, Hilbert cai e quebra
o braco, o que lhe deixou inativo, e hd quem diga que isso
contribuiu para a sua morte, apenas um ano depois, em 14 de
fevereiro de 1943.
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Teorema do Produto de Cauchy: da teoria as

aplicacoes

Thalita Alves Veron, UFSM.

presente artigo tem como objetivo apresentar de forma

mais detalhada a prova do teorema referente ao produto
de duas séries numéricas absolutamente convergentes. Este
resultado € conhecido como Produto de Cauchy, o qual foi
idealizado pelo matematico francés Augustin-Louis Cauchy
(1789 - 1857) e abordado no livro intitulado Cours d’ analyse
de I’Ecole Royale Polytechnique, em meados de 1821.

Nessa mesma perspectiva, é valido enfatizar que o res-
pectivo teorema pode ser utilizado na demonstragdo de uma
propriedade da Func¢do Exponencial no ambito da Anélise Ma-
tematica, bem como no produto de exponenciais de matrizes
na drea de Equagdes Diferenciais Ordindrias. Por conseguinte,
segue abaixo o enunciado e a demonstracdo deste resultado.

Teorema 1. Sejam Z;io a; e Z;io b; séries numéricas

absolutamente convergentes. E para cada j = 0,1,2,..,
defina: J
¢ = Z axbj_. 1)
k=0

io, srie S o0 o ¢; é absolutamente convergente e
Entdo, a sér =0 Cj

o0 o] o0
E a; . E bj = E Cj.
j=0 Jj=0 j=0

A série cujas parcelas sdo dadas por c; como em (1), é
conhecida como Produto de Cauchy das séries 3 ;" a; e

Z;io bj.

~ . oo oo
Demonstragdo. Sejam A = > .~ la;| e B = > .= bl
séries numéricas convergentes. Além disso, seja C =
ijo lcj|. E considere as somas parciais «;, [5; ¢ «y; das
séries A, B e C, respectivamente. Devemos provar que:

laj . B; — vl — 0.
De fato, para cada j fixo, temos:

a; =ag+ay+...+aj

Bj =bo+ b1+ ... +b;.

Efetuando o . 3;, vemos que esse produto é formado pelas
parcelas da cor azul, que na Figura 1 formam um quadrado.
Ainda, observe que <; ndo contém todas as parcelas desse
quadrado. Em virtude disso, consideramos 7z; (diagonal re-
presentada pelos termos da cor vermelha). Portanto, realizando
o produto «; . 85, com 0 < j < 27, temos a Figura 1. Na
sequéncia, € necessdrio provar que:

(D |aj . Bj = 725 — 0
2 |y2j-1 — 7] — 0

Figura 1. Representagdo do produto entre o e 35

aoby aob aob; aobj;1  aobji2 aobji3
arby aib aibj aibiy1  aibjio arbpj 1
aby axbhr ab;  axbji1 ce o asbyjo
aj 1bj1
ajbo ajb1 ajbj
aj1bj 1
ajbo
Fonte: A autora (2025).
Assim, temos que provar (1). Logo,
v = (e B =D+ Y,
(k,h)edy (k,h)eds
tal que:
J=FkD;0<k<j—1,j+1<1<2j—k
Jo= (kD0 <I<j—1,j+1<k<2—1
Agora, provaremos que:
(L.1) Z(k,l)EJl arby — 0
Yoknes, kbl < laobjpa|+ o 4 aobe;|+
larbjp1| + -+ 4 |arbgj—1|+
|aj—1bj41]
< agbjral+ oo 4 |aobe|+
arbj i+ o A+ fanbyl+
laj—1bjta|+ - Flaj—1byl+
o
< aol Zlij+1 |bu|+
.
< aa ZlijJrl |bl‘+
2%
< aj-] Elij+1 |br]+
- 0
= (Ziblanl) - (80 o))
9
< (ZI?;O |ak|) : ( lij+1 |bl|)
<A o).

aoboj
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o0 z (o]
Logo, como >~ b; ¢ convergente, temos que D=1 bl
tende a zero. Sendo assim, Z(k Nes arb; — 0.

Ainda, devemos provar que:

(1.2) Z(k,l)e.b arby — 0

D (keyeds bi| < lajpabol + + laj41bj 1]+

laj+2bo| + -+ + |aj12bj o]+

|az;bol

< ajiabol + +laj1bj—1[+
|aj+2bo| + + laj2bj 1]+
lagjbo| + + |ag;bj—1]+

< ajl Y I+

< lagrel X050 bul+

< gl SIS+

= (Zij:j+1 ‘ak‘) . ( g;ol ‘bl‘)

< (Zij:j+1 ‘ak‘) . (Zio”’lo

< (Ziijﬂ ‘ak‘) - B.

Entdo, temos que Z(k,l) arb; — 0. Portanto, por (1.1),

(1.2) segue que:

€J2

laj - B — 23] — 0.

Agora, provaremos que:

() |v25-1 — 7251 — 0.
Zij:o agboj—i| < |agbej| + + |arboj—1|+

lagbaj_o| + -+

|aj—1bjta| + lajbs] + lajyabj—1|+

|aj12bj—2| + + |az;bol

il larba; x|

Sl lazibi| + 335 lanbay|

S lass1br] + 275" lax] bzl

|ags| D ong br] 4 [b2;| 2o -

NN I

N

Consequentemente, se j — +00, temos que a; — 0 e
b; — 0, pois > a; e > b; sdo convergentes. Entdo, |yz_1 —
'ygj| — 0. Portanto, como vo; — o . 35 € y2j—1 — V25,
concluimos que yz;—1 — «; . ;. Logo,

laj . Bj — vl — 0.
O

No que tange as aplicacdes deste resultado, € impres-
cindivel salientar que o Teorema do Produto de Cauchy ¢é fun-
damental para a demonstracdo da propriedade e®.e¥ = %™,
da fung@o definida por = + €%, também conhecida como

funcdo exponencial de base “e”, ou simplesmente, funcio
exponencial, como segue abaixo.

Demonstracdo. Considere

[ee] 5 oo

xd yj
z _ ToeY — .
=Y e =3 b

J=0 Jj=

Na notag@o do teorema anterior:

zJ y?
aj 77, ' ,',Cj :Zakbj_k
J: J =0
Entao: )
J J k j—k
_ _ rm Y
=Y =3t
k=0 k=0
Provamos que:
o Jk k
W
V(i — k)
k=0 k=0 R =)

Assim, note que:

T+y_i(x+y)]_il i .7 k, j—k
c T [T k)oY
7=0 =0 k=0
= A 107 — )
pr i Aerd kg — k) 1
X G akyik v
:sz'('—k)' =e"e’

j=0k=0 J

Concluindo entdo, que e%e¥ = e*TY, O

Concomitantemente a isto, vale mencionar a aplicabi-
lidade do Teorema do Produto de Cauchy no ambito das
Equacdes Diferenciais Ordindrias, em particular, no produto
entre exponenciais de matrizes, conforme pode ser destacado
a seguir.

Dessa forma, sejam I um intervalo e a;;,b;, funcdes
continuas em I, com valores reais ou complexos, tais que,
i,7 =1,--- ,n. E ainda, considere um sistema de n equacdes
da forma:

13/1 = an(t):zzl =+ o+ aln(t)xn + b1 (t)

zh = an1(t)T1 + -+ + A (O + by (t),
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este, que pode ser descrito por:
x _Z 1a1]( )x]+bj(t)7lzlv2vvn

Nesse sentido, temos que uma familia de fungdes
{¢1,¢2, -+ ,Pn} reais ou complexas de classe C! em um
intervalo Iy C I, denomina-se solucdo deste sistema em I,
se para todo ¢ € I, temos:

do; n .
¢dt(t) =2 i1 ai(t)d; + (1), i =1,2,---,n
Além disso, a equagdo matricial a seguir:
o = Alt)a +b(1),

em que A(t) = (a;;(t)), consiste em uma matriz de ordem n
na qual os elementos sdo os termos a;;(t), e b(t) = (b;(t)) é o
vetor coluna, cujas as coordenadas sdo b;(t), esta que equivale
ao sistema anterior, visto que, uma familia {41, ¢2, -, dn}
€ solucdo do sistema em I, se, e somente se, a aplicacdo
¢ = (¢1,02, - ,0n) é solugdo da equagdo acima em Iy, ou
seja, se

¢'(t) = A(t)o(t) + b(t), Yt € Lo.
Dessa forma, segue abaixo a respectiva defini¢cdo:

Definicio 1. A matriz e definida por

0o Ak
ﬂ7
k=0

chama-se exponencial da matriz A.

No que concerne a convergéncia de séries de matrizes,
temos a seguinte defini¢do:

Defini¢do 2. Considerando {C}} uma sucessdo de matrizes
m X n, em que os elementos sdo niimeros reais ou complexos,
temos que o elemento ij de C} é designado por c( Desse
modo, se todas as mn séries da forma

ch b=

sdo convergentes, entdo a série de matrizes leil Cyp é
convergente, e a sua soma consiste na matriz m X n, em que
o elemento ij é a série (2).

am7j:1a"'an (2)

Por conseguinte, apés as respectivas defini¢des, torna-
se possivel identificar a extensdo do Teorema do Produto de
Cauchy, para a multiplicacdo entre exponenciais de matrizes,
por intermédio do teorema a seguir:

Teorema 2. Sejam Y, °5 A = A e Y720 By, = B, duas
séries de matrizes em L(R,n) absolutamente convergentes.
Seja (Cy,) a sequéncia de matrizes definida por Cpn =
veo Ak Bm—k, com m € N. Entdo, a série Z 2 Cm €
absolutamente convergente e Zm:O Cn =AB.

A vista disto, salienta-se que a aplicacio do resultado
acima pode ser abordada por meio da demonstracdo do
seguinte teorema, o qual ratifica, entdo, que a lei de
expoentes ee? = ¢4 B nem sempre é vélida para matrizes
exponenciais.

Teorema 3. Sejam A e B duas matrizes n X n permutdveis,
ou seja, AB = BA. Entdo, vale a seguinte relagdo

B — 4B,
Demonstragdo. Considere
™= A X Bk
A _ § : B _
e = -, = —_—.
J! k!
§=0 k=0

Por hipétese, AB = BA. Assim, pelo Bindmio de Newton,
temos que:

m

_ L‘ m—k pk
=D i - mid B
k=0

(A+B)™

m Am— k Bk Aj Bk
(m— k' m , gl k!
jt+k=m
Desse modo, pelo Teorema 2, e sabendo que as séries
j ko -
jﬁg %, ;::03 % sdo absolutamente convergentes, entao,
temos que o somatdrio

Z (A+B

m=0

Al BF
gk

-y ¥

m=0 j+k=m

converge absolutamente. Em decorréncia disto, segue que:

) " (A+B)™ , - Al B
lim 27: lim Z Z —_
n—-+oo m)! n—-+o00 ) ]! k!
m=0 m=0 j+k=m
= A8 = e4eB,
O

Tendo em vista os fatos supracitados, foi possivel destacar
as contribui¢des fundamentais do matematico August-Louis
Cauchy no campo da Matematica, em particular, a relevancia
do Teorema do Produto de Cauchy, por intermédio da sua
aplicabilidade em &dreas como Andlise Matemadtica, Equacdes
Diferenciais Ordinarias, dentre outras.

E ai, gostou de saber um pouco mais sobre a
demonstragdo deste resultado importante na drea da
Matemadtica, bem como algumas das suas aplicacdes?
Se sim, confira as referéncias abaixo, garanto que ird se
surpreender!
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