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Resumo

As operacOes aritméticas basicas, ensinadas aos alunos ja nas séries iniciais do ensino
fundamental, formam o alicerce para o estudo de matematica em todas as suas areas, tais como
geometria, algebra, célculo, estatistica e demais aplicagcGes. Analisando, assim, a estrutura de
conteudos de matematica ensinados no ensino fundamental e médio, proposta nos Referenciais
Curriculares da Educacdo Bésica da Rede Estadual de Ensino do Estado de Mato Grosso do Sul,
verifica-se que as ja mencionadas operagdes aritméticas bésicas sdo trabalhadas no contexto do
sistema de numeragdo posicional de base dez. Este trabalho apresenta a alternativa de resgatar
conceitos tedricos que justificam a construcdo de um sistema de numeragdo posicional numa
base diferente da base dez. O objetivo é compreender a estrutura conceitual dos algoritmos
matematicos utilizados nas operagdes adi¢do, subtragdo, multiplicacdo e divisdo de numeros
naturais. Nas séries iniciais do ensino fundamental, geralmente, os professores trabalham o
sistema de numeracdo de base dez associando o conceito de nimero com objetos familiares aos
estudantes. Em seguida trabalha-se a histéria da representagdo dos nUmeros durante o
desenvolvimento da humanidade. Em seguida, é apresentado aos alunos o conceito de
agrupamento de dez em dez, muitas vezes utilizando o material dourado, para introduzir os
fundamentos do sistema de numeragdo de base dez, o que permite o inicio das operagdes
matematicas por meio de problemas. Enfim, como sugestéo didatica e metodolégica, propde-se
neste trabalho que nas séries finais do ensino fundamental, seja trabalhada a construcdo de
sistemas de numeracdo de diferentes bases com o intuito de se alcancar a plena compreensdo
dos algoritmos das operagdes aritméticas basicas no sistema de numeracéo de base dez.
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O Programa Nacional do Livro Didatico, implantado pelo Governo Federal
desde 1985, distribui gratuitamente livros didaticos para todos os alunos do ensino
fundamental das escolas publicas de Mato Grosso do Sul. Essa politica induz o
professor a selecionar conteudos apresentados no livro didatico adotado pela escola, que
atende os parametros curriculares propostos pela Secretaria de Estado de Educacéo.

Com o objetivo de contemplar as orientacdes dos Parametros Curriculares
Nacionais, um grande ndmero de autores de livros didaticos de matematica tem
abordado o tdépico “sistema de numeragdo” a partir de uma visdo histérica do
desenvolvimento das civilizagdes, passando pela representacdo primitiva dos numeros
até chegar ao sistema de numeracgdo decimal atual.

O trabalho desenvolvido durante o ensino fundamental na disciplina de
matematica ndo tem sido suficiente para que os alunos consigam obter a compreensdo
plena dos fundamentos teéricos envolvidos no sistema de numeracao decimal, apesar de
dominarem os algoritmos utilizados nas operagdes basicas como adicdo, subtracéo,
multiplicacdo e divisdo. Essa verificagdo e facil de ser constatada nas avaliacdes
institucionais realizadas pelo Ministério da Educacdo e Secretarias de Estado de
Educacdo ou simplesmente perguntando aos alunos do ensino médio o que eles
entendem por: “vai um na adi¢do e multiplicacdo”, “empresta um na subtracdo” ou pelo
arco que se utiliza sobre o dividendo na operacao de divis&o.

Neste contexto, os alunos do PIBID — Matematica da Universidade Federal de
Mato Grosso do Sul, Campus de Trés Lagoas — CPTL/UFMS, desenvolveram um
projeto com o objetivo de trabalhar as operacdes aritméticas basicas utilizando-se do
conceito tedrico da construcdo de um sistema de numeracdo em diferentes bases.

Para tanto, fixa-se uma base para o sistema de numeracao e, compreendido a sua
aplicacdo na representacdo de nameros, simplifica-se a compreensdo dos algoritmos
empregados nas operacdes aritméticas.

Apdbs este estdgio do estudo, fica facil discutir com os alunos o porqué do
sistema de numeracdo de base dez ter sido adotado como o sistema padrdo na

representacdo dos nimeros.
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O material didatico desenvolvido pelos académicos do Grupo PIBID —
Matematica CPTL/UFMS — conforme descrito em Ocanha et al. (2011), facilita a
apresentacdo dos conceitos tedricos que conduzem aos algoritmos empregados nas
operacdes aritméticas.

Com os “Kits” que compdem esse material didatico, € possivel mostrar na
pratica como 0s numeros, representados em diferentes bases, sdo trabalhados pelas
operagOes aritméticas basicas.

Ao final dessa experiéncia, ficam evidentes as vantagens proporcionadas pelo
sistema decimal, tanto na representacao dos nimeros e quanto na execuc¢do das contas.

Referencial Tedrico e Metodologico

De acordo com Miyaschita (2002), na antiguidade, o processo de contagem era
realizado de maneira intuitiva, j& que os homens daquela época necessitavam apenas de
uma nocao de quantidade para administrarem a producdo de alimentos, o pastoreio e a
agricultura. Por esta razdo, ndo ocorreu o desenvolvimento imediato de um sistema de
numeracdo que pudesse resolver definitivamente os problemas matematicos da época.

“O registro das contagens era feito com pedrinhas, marcas na
madeira ou na areia, com nés em corda ou com os dedos das
méos, entre outras formas.” (CARMO, 2009, p. 21)

No decorrer do tempo, o desenvolvimento social e cultural dos povos fez surgir
técnicas de representacdo baseadas no conceito de sistemas posicionais e nao
posicionais.

Os sistemas de numeragdo com base na posi¢do dos algarismos significaram um
grande avango na ciéncia matemética por favorecerem o processo de célculo com os
nameros.

Se na representacdo de um numero natural, cada algarismo da representacdo tem
como valor relativo o seu produto por 10", onde n é o valor da posic&o do algarismo na
representacdo do numero, contado da direita para a esquerda, o sistema utilizado é
chamado de sistema de numeracgéo decimal.



w TPNIFTEE | wEewaT

Escola de Inverno de

? "V Educacdo Matematica

3 1° Encontre Nacional PIBID-Matematica
' 01 a 03 agosto 2012

O sistema decimal foi adotado pela atual civilizacdo por apresentar as melhores
propriedades aritméticas, o que facilitou a obtencdo de algoritmos especificos para cada
uma das operages basicas do célculo.

A base de um sistema é definida como sendo a quantidade de algarismos
disponiveis para a representacdo dos numeros.

Generalizando, pode-se representar uma quantidade N qualquer de objetos,
numa base b (b >1) dada, do seguinte modo: Ny=a,b"™+ . . . + ab*+ab'+agh® com
2i€{0,1,2,...b-1}en €N,

Dados dois nimeros naturais, V1 e Nz representados na base b na forma:

Ny = Nleg @™ e Nop = B c,m0™7F, com aj e ¢i€{0,1,2, .. .,b-1}, P =1, a0 e
Cp£0.

A operacéo adicéo é definida como:

Nyp+ Ny = B0, b + 5T e b = E?:_;Hﬂn—fbn_i )N N |

Se ocorrer (3 + ¢j) > b-1, para algum j=0,1, 2, ..., p, sera necessario realizar
novos reagrupamentos para poder obter a soma escrita da forma:

Total, = Ny + Nop = BiZgtm—b™F, com tj€{0,1,2, . . .,b-1},j=0,1, 2, ..., m

A subtracdo entre N1 e N2 ¢ definida da forma:

Ny — Ny = Blo@n b = N7 €q b0 = E?:_;Hﬂn—fbn_i + Xt @i — Ca)b™

Se ocorre a; <cj, para algum j=l, 2, ..., p, serd necessario realizar novos desagrupamen-
tos para se chegar na diferenca:

Diferencay = Ny — Nop = B2, d,—; 5775, com die{0,1,2,...b-1},j=0,1,2, ..., n
A operacdo multiplicacdo no conjunto dos nimeros naturais deve ser vista como
uma adicéo, pois, multiplicar o nimero N1 por Nz, significa que V1 deve ser somando
N2 vezes.

A operacéo divisdo de N1 por ¥z, onde ¥1 e N2 sdo nimeros naturais, é definida
por Nip=QpN2p+Rp, onde Qp e Ry, sdo numeros naturais e Rp<Nz,. No processo de
divisdo, para se obter um algoritmo é preciso olhar o divisor N, como unidades e o0
dividendo Ny como Ny = Eitga,-;5™ e seguir 0s seguintes passos:

1° Passo: verifica se ha possibilidade de repartir pelo menos um b" para cada
unidade de Ny
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2° Passo: No caso afirmativo, no passo anterior, obtém-se o valor g,b" no
quociente, tal que 42 N2 = 2,b%¢ (g b"N, —a_b") = r, b™N,.

3° Passo: No caso negativo, no 12 Passo, o nimero Ny = %z, a, ;5" deve ser
reescrito da forma:
g

g
Nlb = ﬂ-n.b. b?!—1+ ﬂ-n_lbn_1+ Z ﬂn_ibn_i = (ﬂ-n.b + ﬂn_l}bn_l+z ﬂ-n_ibn_i.

;=

E—L

40 Passo: verifica se ha possibilidade de repartir pelo menos um b™* para cada
unidade de Ny

5° Passo: No caso afirmativo, no passo anterior, obtém-se o valor gn.1b™* no
guociente que atenda as propriedades apresentadas no 2° Passo substituindo n por n-1.

6° Passo: No caso negativo, no 42 Passo, procede-se como no 32 Passo para obter a
maior poténcia de b com expoente n-2 e passa para o 42 Passo.

Esta sequéncia de passos deve ser seguida até se encontrar os nimeros naturais Qp €
Rp, com Ry<Ny, tais que, N1p=QpN2p+Rp.

Na Escola Estadual Fernando Corréa de Trés Lagoas — MS, os professores do
ensino fundamental adotaram o livro didatico como auxilio pedagégico. Os livros
Carmo (2007) e Carmo (2009), utilizados pelos professores da escola, apresentam o
sistema de numeracédo de base dez associando o conceito de nimero com objetos que 0s
estudantes ja conhecem. Em seguida, faz-se referéncia a parte historica da representacao
dos numeros durante o desenvolvimento da humanidade e, por fim, apresenta-se 0
conceito de agrupamento de dez em dez, utilizando o material dourado, para introduzir
os fundamentos do sistema de numeracdo de base dez, o que permite o inicio das
atividades envolvendo operagbes matematicas. A proposta destes autores segue as
orientagdes da metodologia construtivista.

Atividades Desenvolvidas

A pesquisa sobre os sistemas de numeracdo posicionais e ndo posicionais
desenvolvida pelos bolsistas académicos do PIBID-Matemética/CPTL/UFMS
propiciou-lhes a capacidade de produzir um material didatico que pode auxiliar no
ensino de sistemas de numeragéo de base dez.

Os Kits desenvolvidos possibilitam o trabalho com operagdes aritméticas nas
bases dois, trés, quatro e dez, de acordo com Ocanha et al. (2011).
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BotbGes ou sementes podem ser usados como recursos na representacdo das
quantidades envolvidas nas operacgdes aritméticas no momento da utilizacdo do material
didatico.

Por exemplo, no problema de somar as quantidades doze e oito, explorando a
base dois, é preciso inicialmente escrevé-los na base dois. Para tanto, pode-se usar as
caixas contidas nos Kits.

Tomando doze e oito botbes, e considerando a existéncia de apenas dois
algarismos na base dois, 0 e 1, faz-se a representacdo destas quantidades agrupando-os
de dois em dois nas caixas do kit de menor dimensdo. Ao final do agrupamento,
verifica-se que ndo sobram botdes fora de tais caixas. Portanto, o valor da unidade de
ambas as quantidades, doze e oito, deve ser representada pelo algarismo 0.

Nesse processo, 0s doze e os oito botdes produzem, respectivamente, seis e
quatro grupos ou caixas contendo dois botdes cada. Ndo sendo possivel representar o
“seis” e 0 ‘“guatro” nesta base, deve-se obter entdo novos grupos contendo quatro
botbes, ou seja, colocam-se caixas pequenas de duas em duas em caixas de dimensao
imediatamente maior.

Em ambos 0s casos ndo sobram grupos ou caixas contendo dois botdes. Entéo,
na primeira poténcia de dois, utiliza-se o algarismo 0 novamente.

Nessa etapa tém-se, respectivamente, trés e dois grupos de quatro botdes, ou
seja, ttm-se trés e duas caixas contendo duas caixas menores com dois botdes cada.

Mais uma vez, ndo sendo possivel representa-los com os algarismos disponiveis,
faz-se um novo agrupamento, agora de oito em oito botdes, utilizando caixas de
dimensdes maiores.

O resultado final para a representacao do doze na base dois é obtido por meio de
um grupo de oito, um grupo de quatro, zero grupo de dois botdes e zero unidade. Assim,
12,0=1100,. E a representacdo do oito na base dois é obtida por meio de um grupo de
oito, zero grupo de quatro, zero grupo de dois botdes e zero unidade, de modo que,
810=1000;.

O algoritmo para adicionar esses dois numeros, 1100, e 1000,, é analogo ao

utilizado na operacdo adi¢do no sistema de numeracao de base dez, ou seja,
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1210+810=1100,+1000,=(1.23+1.2+0.21+0.2%)+(1.23+0.22+0.2'+0.2%)=
=(1+1).23+(1+0).2%+(0+0).2'+(0+0).2°=(2).2%+(1).2%+(0).2'+(0).2°=
=1.2*+0.2°+1.2%+0.2'+0.2° = 10100,= 201.

Esse algoritmo justifica a tradicional ado¢do do “armar e efetuar” a operagdo
adicdo:

1100,
+1000,

10100,

Se a intencdo for subtrair oito de doze, o algoritmo passa a ser:
1210-810=1100,-1000,=(1.23+1.2%+0.2'+0.2°) - (1.2%+0.2%+0.2"+0.2°%)=
=(1-1).23+(1-0).2°+(0-0).2'+(0-0).2°=(0).23+(1).2%+(0).2*+(0).2°= 0.23+1.2%+0.2*+0.2° =
=1.2%+0.2'+0.2° =100,= 44,.

Ou ainda,

1100,
—1000,

0100,

Multiplicar oito por doze € somar 0 doze oito vezes, assim:
810-1245 = 1000,.1100, = 1100, + -+ 1100, =

8 vezes

=(1.2°+1.2°+0.2" +0.29)+ ... +(1.2° + 1.2 + 0.2 + 0.2%) =

Swvezas

=(1+1+1+1+1+1+1+1).28 +(1+1+1+1+1+1+1+1)22 +
(04+40+4+04+0+0+040+0).2"+(0+0+0404+040+0+0).2"=

=(2+2+2+2).28+(24+2+2+2).2° +0.22 +0.2%=
=(1+1+1+1).28+(1+1+1+1).28+0.2° +0.21+ 0.2 =
=(2+2).2*+(2+2).2°+0.22+0.2' +0.2° =
=(1+1).25+(1+1).2*+0.28 4+0.22+0.2 + 0.2 =
=(2).25+(2).2*+0.2°+0.22+0.2' +0.2% =
=1.254+1.2540.2*+0.2° +0.22 +0.21 + 0.2% = 1100000, = 964,

Os procedimentos acima podem ser simplificados da seguinte forma:
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1100,
x1000,
0000

0000 +
0000

1100
1100000 ,

Para a operacéo divisao, considere como exemplo o trinta como dividendo e 0
seis como divisor.

A operacdo divisdo quando considerada na base dez, se diferencia das demais
operacdes, pois ndo se inicia a reparticdo pela unidade e sim pelo algarismo de maior
valor relativo.

No exemplo adotado, deve-se iniciar a divisdo repartindo as trés dezenas. Mas
ndo é possivel distribuir a0 menos uma dezena para cada uma das seis unidades do
divisor, por esta razdo, é necessario olhar para as trés dezenas como trinta unidades, e
assim a divisdo se tornara possivel (observacdo: este procedimento justifica o habitual
uso de um arco unindo o trés com o zero).

De modo andlogo se opera a divisdo nos sistemas de numeracdo de base
diferente de dez.

Por exemplo, na base trés 0 nimero trinta e 0 nimero seis sdo representados por
10103 e 203, respectivamente.

Para dividir 10103 por 203, 0 ponto de partida é considerar o divisor como seis
unidades.

Analisando o niimero 1010;=1.33+0.3%+1.3"+0.3°, observa-se que no é possivel
distribuir um grupo de 3° para cada unidade do divisor. Portanto, é preciso reescrever
10105 como (1.3).3°+0.3%+1.3'+0.3°=(3).3%+1.3'+0.3° e novamente se verifica a
impossibilidade de distribuir pelo menos um grupo de 3% para cada unidade do divisor.

Entdo, reescrevendo o nOmero 10103 na forma (3).3%+1.3'+0.3%=
(3.3).3%+1.3'+0.3°=(10).3*+0.3° observa-se que agora é possivel distribuir um grupo de
3! para cada unidade do divisor e ainda sobram quatro grupos de 3* que somados aos
0.3° tem-se (4).3'+0.3°=(12)+0.3°=(12) unidades.
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Para finalizar, divide-se 12 unidades por seis distribuindo duas unidades para
cada unidade do divisor. Logo,
304, + 6, = 10105 + 20, = 12, = 5,,.
No esquema de chaves a operacdo pode ser armada e efetuada assim:
]._51[]3 |2|:|3 = R
=20
110

—110
000

12,

As quatro operacdes definidas acima foram apresentadas em forma de oficina
aos professores do ensino fundamental, aos alunos do ensino médio da Escola Estadual
Fernando Corréa e aos académicos do curso de Licenciatura em Matemética -
CPTL/UFMS, utilizando os materiais didaticos, chamados de Kit Sistemas de
Numeracao.

Anélise e Resultados Obtidos

A teoria que fundamenta um sistema de numeracdo posicional de base b>1
qualquer possui uma notagdo muito rigida, porém, apesar do forte apelo a abstracéo
algébrica para definir as operacGes basicas de aritméticas, o aluno precisa compreendé-
la.

Com as caixas que compde os Kits é possivel visualizar na prética o significado
da notacdo utilizada para definir a representacdo de um numero numa base
particularmente escolhida. Além disso, as quatro operagfes aritméticas basicas podem
ser realizadas utilizando os Kits independentemente da base escolhida para a
representacdo das quantidades envolvidas nestas operacdes.

A experiéncia mostrou-se eficaz, ao final das oficinas os participantes foram
capazes de representar uma mesma quantidade utilizando-se de diferentes bases e de
realizar as quatro operacOes estudadas, utilizando as caixas dos Kits para realizar os
processos de agrupar e desagrupar necessarios. Apds o exercicio com o material
didatico, professores e alunos foram capazes de resolver operagdes aritméticas com
nameros representados em diferentes bases sem o auxilio dos Kits.
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Conclusoes

Os participantes das oficinas realizadas, ao conhecerem o processo realizado nas
operacdes aritméticas, mostraram-se mais motivados ap6s compreenderem o que faziam
desde a infancia. Conclui-se, portanto, que os Kits de Sistemas de Numeracdo se
mostraram eficientes na tarefa de relacionar a pratica com a teoria. Por fim, os
académicos do curso de Licenciatura de Matematica do Campus de Trés Lagoas
puderam, com a experiéncia vivenciada, fazer uma analogia com 0s conteudos

estudados na disciplina de algebra.
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