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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma experiéncia desenvolvida na disciplina de Calculo Diferencial e
Integral 11 do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado de Santa Catarina-
UDESC, envolvendo a aplicacéo de integral definida no contexto da economia. Em geral, a defini¢éo de
integral definida é feita a partir de soma de Riemann e, suas aplica¢cbes mais usuais estdo relacionadas ao
calculo de area de uma regido, comprimento de uma curva e volume de um sélido de revolugao. Porém,
existem varias outras aplicacdes que sdo interessantes e que, em virtude da limitagdo do cronograma, ndo
sdo exploradas em sala de aula. Com o intuito de explorar outras aplica¢des, além das usuais, foi proposta
aos alunos uma investigacdo sobre a aplicacdo da integral com o referido embasamento tedrico e
justificativa dessa aplicagdo. Ilustraremos um traco dessa experiéncia, apresentando para isso uma das
aplicacoes desenvolvidas — beneficio ao consumidor, evidenciando as escolhas, as dificuldades e a visdo
do discente no percurso dessa investigacdo. Tal trabalho possibilitou aos alunos - professores em
formacéo - perceberem a importancia da conexdo entre teoria e pratica.
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O estudo da integral definida estd contemplado na disciplina de Célculo Diferencial e
Integral 11 (CDI-II), que faz parte da terceira fase da matriz curricular do curso de Licenciatura
em Matematica da Universidade do Estado de Santa Catarina-UDESC, dando continuidade ao
estudo de integrais iniciado na disciplina de Calculo Diferencial e Integral |1 (CDI-I), conforme
Projeto Pedagdgico do Curso -PPC (2006).

Em geral, a definicdo de integral definida é feita a partir do conceito de soma de
Riemann, ou seja, a nocao de integral definida é dada como sendo uma soma de infinitas parcelas
infinitesimais. Com base nesse conceito, a integral definida pode ser aplicada em diversas areas
de estudos, como por exemplo, na geometria, fisica, computacdo e economia. Esse objeto de
estudo é abordado com maior ou menor profundidade, de acordo com o objetivo de cada curso.
A importancia do ensino de integrais na formacdo do professor, é inquestionavel, pois ele
representa a ferramenta de diversas aplicagdes, como por exemplo: célculo de areas, perimetros,
volumes, trabalho realizado por uma forga, centro de massa, montante, dentre outras.

Apesar de sua grande importancia, o ensino de integrais limita-se, muitas vezes, a
memorizacdo de técnicas de integracdo. Muitos alunos saem de um curso de calculo sem
entendé-las e nem sequer relaciona-las com limites e derivadas. O espago da abordagem da
integral definida torna-se um ambiente rico para romper com essa barreira, pois é possivel
trabalhar com muitas aplicagdes. Entretanto, com um cronograma, muitas vezes, limitado fica
dificil, apenas no ambiente de sala de aula, poder explorar varias aplicacbes que fazem parte
desse contexto. Em geral, as aplicacBes mais usuais estdo relacionadas ao calculo de area de uma
regido, comprimento de uma curva e volume de um sélido de revolucdo. Porém, existem vérias
outras aplicacdes que sdo interessantes. Com o intuito de explorar outras aplicacGes, além das
usuais foi proposto aos alunos de Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado de
Santa Catarina, no primeiro semestre de dois mil e quatorze, uma investigacao sobre a aplicacao
da integral definida, referente a uma area de estudo do curso, na qual deveriam ser apresentados
os resultados por meio de um trabalho, abrangendo uma aplicacdo da integral definida com

embasamento teorico e justificativa da referida aplicacéo.
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Nesse trabalho, ilustraremos um trago dessa experiéncia, apresentando para isso uma das
aplicacOes desenvolvidas, nas quais estdo evidenciadas as escolhas dos discentes, bem como as

dificuldades encontradas, e o olhar desses discentes no percurso do trabalho.

2. Aplicacdo da Integral definida: tracos de uma experiéncia

Ao ser proposto pela Professora regente, uma investigacédo sobre as aplicacdes da integral
definida, ficamos, a priori, receosas sobre o desenvolvimento do trabalho, pois ndo poderiamos
abordar as aplicacOes j& exploradas em sala de aula, tais como &rea, comprimento e volume.
Entdo nossa dlvida era: Sera que encontrariamos outras aplicagBes da integral definida?
Inicialmente, ndo conseguiamos visualizar respostas para essa pergunta.

Ao iniciarmos nossa pesquisa, logo descobrimos uma variedade de aplicacdes, sendo
algumas delas na &rea da fisica e outras em estudos relacionados as areas da matematica.
Constatamos também que a integral ndo faz parte somente da matriz curricular de cursos de
graduacdo, pois as nocdes de suas aplicacbes estdo indiretamente inseridas ja no ensino
fundamental com a andlise de medidas de area, comprimentos e volumes. Como um dos
objetivos do trabalho era que a aplicacdo da integral deveria estar associada a nossa area de
formacdo, optamos por uma aplicacdo relacionada & economia, na analise de beneficio ao
consumidor. Tal aplicagdo esta fortemente relacionada com a matematica, além de estar inserida
no cotidiano da populacédo, em geral.

Na sociedade fortemente capitalista em que nos encontramos, qualquer individuo, em
algum momento de sua vida assume o papel de consumidor ou fornecedor nas relacGes de
mercado onde os conceitos abordados na aplicacdo da integral definida pesquisados durante a
realizacdo desse trabalho estdo inseridos. Tal aplicacdo abordara os conceitos ligados ao
mercado, tais como o lucro obtido em determinada compra, analise de valor pago por unidade de

mercadoria e a demanda consumida que resultara no beneficio ao consumidor.
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O valor do beneficio ao consumidor ou o lucro que o consumidor obtém quando paga um
preco inferior ao que realmente estaria disposto a pagar é obtido a partir da curva de demanda®.
Para ilustrar consideremos a funcdo da demanda de um certo produto, produzido por uma
empresa, dada por p = f(x), onde p é o preco unitario quando x unidades sdo demandadas. A
figura 1 representa uma curva de demanda p = f(x), sendo que no eixo das abscissas esta fixada
a quantidade do produto e no eixo das ordenadas o preco por unidade do produto. Assim ao
comprar uma quantidade x de um produto o valor pago pelo consumidor por cada unidade € de
p = f(x). Assim, a funcdo que representa o valor pago (que denominaremos v) para adquirir x
unidades de produto serd dada por v = xf(x). Observa-se na figura 1 que a funcdo que
representa a curva de demanda tem um comportamento decrescente, isSo ocorre na maioria dos
casos, pois conforme Larson e Edwards (2008) quanto maior o preco unitario menor o interesse

do comprador em adquirir o produto.

©

Preco unitario

(a,f(a))

B

Quantidade X

Figura 1: funcio demanda

Denotamos por g a quantidade disponivel do produto e p = f(g) o preco de venda.

Particionaremos o intervalo [0,q] em n subintervalos de comprimento Ax =< | sendo o x; a

!

extremidade direita do i-ésimo intervalo, conforme ilustra a figura 2. Suponhamos que no
primeiro subintervalo a quantidade de produtos disponiveis seja x;, desta forma o preco

estipulado por unidade desse produto é dado por f(x,). Se todas as x, unidades disponiveis

Demanda é a quantidade que os consumidores desejam adquirir por um prego definido em um mercado especifico.
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forem vendidas pelo preco fixado p = f(x,]), entdo o valor pago w; da venda dessas unidades
seré dado por:
vy = x9f(x) = fxy) & x.

Se apds a venda dessas x4, unidades, forem disponibilizadas mais unidades, de forma que
num determinado momento, a quantidade de produtos produzidos for x, (x, > x,) e 0 prego
unitario desses produtos for fixado em f(x,), nessa situacdo o valor pago v, da venda dessas
unidades sera dado por:

v, = (x;—xq) flx) = flx,) A x

A
S p=f(x)
(a,f(a))
X, X, X, Quantidade §X

Figura 2: parti¢do do intervalo

Entdo, usando o processo indutivo, o montante pago pelos consumidores para o
correspondente a ¢ unidades de produtos sera dado pela soma dos precos de venda de
X4, %q,-.., %4, %, Unidades. Ou seja,

v=v, v, +--+v, = flx ). Ax+ flx,).Ax 4+ -+ fx, ) Ax (1)
A equacdo (1) é uma soma de Riemann da funcéo f no intervalo [0,g]. O valor pago pelos

consumidores por esses produtos € dado pela integral definida

n A
v = il_I}];lCZf[:xjﬂx =J. fla)dx.
i=1 0

Note que a integral descrita calcula a area da regido sob a curva da demanda no intervalo

[0,4], pois = f(x) é uma funcdo positiva nesse intervalo.
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Porém, no sistema aberto em que esse processo de consumo acontece, essa alteracao tdo
significativa de precos, de acordo com uma alteragdo minima na quantidade de produtos (Ax),
ndo acontece, assim todos os consumidores pagam 0 mesmo preco, ou seja, NO caso em que
existem g unidades disponiveis, o preco pago por qualquer consumidor, independentemente do
namero de unidades que esse ira adquirir sera f(q).

Portanto 0 montante pago sera:

v = f(g)q = [preco por unidade]. [nimero de unidades].
Note que nesse caso, 0 montante a ser pago € igual a area do retangulo KLMN, conforme

ilustra a figura 3.

p

OA

2\ P=f(x)
\ M(a.f())

K L Quantidade =X

Figura 3: representacéo do beneficio ao consumidor
Assim o valor do beneficio ao consumidor, denominado por B, é dado pela area
hachurada na figura 3, que pode ser aproximada pela soma Riemann dada por:

B, = (f(x) — f@)ax + (f (xp) - flgNax + - + (F(x,) — f(g)ax
e 0 valor exato pela integral definida

i A
B, = tim ) ()~ F@)ax = | (760~ F@)ax

llustraremos esse processo, com um exemplo adaptado de Goldstein et all (2012):
Encontre o beneficio do consumidor para a curva de demanda p = 50 — 0,06x* em um nivel

de venda de 20 unidades.



Solucdo: Na figura 4 estéa representando a curva de demanda, 0 montante que o consumidor ira
pagar e o beneficio que ele tera.

504

p=50-0.06x2

40+

304

p=26
204

Montante

. — >
10 20 \30 X

Figura 4: representacdo geométrica do problema
Como serdo vendidas 20 unidades do produto o preco sera:
p(20) = 50 — 0,06 (20)* = 50 — 24 = 26.
Dessa forma, o beneficio do consumidor é a area hachurada na figura 4, que é dada pela integral:

20 20
20
B = f [(50 — 0,06x2) — 26] dx = f (24~ 0,067 dx = (24x — 0,022 °) =
& (i}

= 24(20) — 0,02(20*)=480 — 160 = 320.
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Portanto, o beneficio do consumidor é de 320,00 reais.

3. Ensino da integral definida na Formacéo de professores — o olhar do futuro professor

“O ensino deveria ser assim: quem o receba o recolha
como um bem inestiméavel, nunca como uma obrigacéo
penosa.” (Einstein, 1981, p.16).

Durante nossa experiéncia como discentes e docentes em formacdo do curso de
licenciatura em matematica observamos que muitos alunos questionam a relevancia do ensino
calculo diferencial e integral em cursos de formacao de professores, e defendem que para uma
parte significativa de académicos da licenciatura esse tipo de conteddo € visto como um
obstaculo em sua formacao, contribuindo para o alto indice de desisténcia e abandono do curso.

Na préatica o0 que acontece é que muitos alunos apresentam uma indisposicao e resisténcia
a estudar determinados conteudos, como o de integral, causadas pela preocupacdo com o grau de
complexidade das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, dificultando assim a
aprendizagem.

Em nossa 6tica, propostas de trabalhos como o desenvolvido auxiliam positivamente para
resolver ou amenizar alguns dos problemas relacionados as dificuldades dos alunos. Haja vista
que a pesquisa de aplicacdes direcionadas ao contetdo de integral proporcionou ao aluno
situacOes praticas do uso da integral como uma ferramenta, facilitando o estudo de questdes
cotidianas relacionadas a matematica.

A pesquisa da aplicacdo da integral nos proporcionou uma melhor compreensdo do
conteudo estudado na disciplina de Calculo, pois por meio do estudo da aplicacdo da integral
analisamos 0s conceitos relacionados a teoria de integral definida de um modo préatico e com isso
formamos uma nocéo mais aprimorada e ampla sobre integral definida.

Apos a finalizacdo do trabalho construimos uma nova visdo da disciplina de Célculo,

concluimos que as aprendizagens construidas no decorrer da disciplina sdo de extrema
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importancia para continuagdo de nossos estudos no curso de formagéo de professores. Antes da
execucdo dessa pesquisa, muitas vezes, associavamos a necessidade do estudo dessa a seu uso
em disciplinas de fases mais avancadas do curso, porém constatamos que a integral tem um papel
essencial na matemaética, por apresentar uma vasta possibilidade de aplicagbes em diversos
ramos de estudo dessa ciéncia. Sendo assim, temos que a integral também é essencial na
formacdo de professores de matematica, pois acreditamos que para sermos bons mediadores de
conhecimentos matematicos, € necessario que tenhamos um bom dominio do mesmo, em outras
palavras, como futuros professores de matematica necessitamos de uma ampla fundamentacédo
nessa area.

Nossa pesquisa ndo se limitou somente a aplicacdo da integral definida em beneficio ao
consumidor, inicialmente pesquisamos outras aplicacGes para entdo escolhermos aquela para
qual direcionariamos nossos estudos, e durante essa pesquisa percebemos que 0s temas

abordados nas disciplinas de Céalculo Diferencial e Integral compdem a esséncia da matematica.

5.Concluséo

Profissionais e estudiosos da area da educacdo matematica tém uma preocupacao
constante com a dificuldade enfrentada pelos académicos do curso de formacdo de professores
de matematica quanto a compreensdo e aplicacdo dos conteidos que compdem o plano de ensino
de disciplinas como a de Calculo Diferencial e Integral. Sendo assim, nds como estudantes de
licenciatura, estamos sempre buscando metodologias inovadoras que possam ser utilizadas no
processo de aprendizagem, proporcionando a aquisi¢do do conhecimento desejado.

N&o ¢ trivial para os alunos perceberem a grande relagdo do célculo, especificamente da
integral, ligada com o cotidiano. Porém, um processo de ensino e aprendizagem baseado na
relacdo teoria e pratica pode se revelar um ambiente rico para essas conexdes.

Observou-se com o trabalho proposto, que ndo é necessaria uma pesquisa fortemente
elaborada sobre economia para entender a aplicacdo da integral definida, pois pequenas nogoes
como lucro, demanda e custos foram suficientes para compreender o problema proposto. E claro,

que, além disto, também percebemos que muitas vezes os alunos ndo exploram outras aplicaces,
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por acreditarem que o0 contexto nas quais estdo inseridas sdo de dificil compreensao.
Percebemos, na aplicacdo relatada que essa premissa muitas vezes € falsa, pois para nds foi de
facil entendimento, tanto em nivel matematico quanto de contexto.

Com a experiéncia vivenciada, como futuros professores, percebemos o0 quéo
significativa é a aprendizagem quando incentivado o estudo de aplicagBes préaticas. Percebemos
que além do estudo teorico é de suma importancia que a analise do funcionamento da aplicacao

pratica da teoria estudada esteja presente no processo ensino-aprendizagem.
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