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Resumo

Este trabalho tem por finalidade mostrar uma representagdo geométrica para o corpo de fragGes dos
inteiros. A partir desta representagdo é possivel identificar e visualizar algumas propriedades dos
nimeros racionais, como também compreender, de uma forma diferente da usual, o
funcionamento das operacdes definidas no conjunto. Essa interpretagéo consiste em representar
as fracOes através de pontos e as classes de equivaléncia das fracbes por retas, “passando pela
origem”, em Z°. Comparando as retas que representam as classes de equivaléncias de fragdes,
podemos interpretar geometricamente a adicdo, oposto da adicdo, entre outros conceitos
relacionando com conceitos geométricos (reta, ponto, simetria, etc.). Por fim, apresentaremos
sugestdes de atividades que objetivam a aprendizagem dos conceitos envolvidos. Para
desenvolver tais atividades, sugerimos a utilizacdo do software Geogebra, pois facilita tais
construgdes.
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1. INTRODUCAO

Participando do PIBIB-Matemética da UFPR tivemos a oportunidade de vivenciar o
dia a dia de algumas escolas, durante as observacGes das aulas de diferentes anos de ensino,
notamos que a nocado de fracdo, as operacBes com numeros racionais sdo fonte de
dificuldades até mesmo para os alunos do ensino medio. Para elaborarmos uma sequéncia
didatica sobre fracbes estudamos a construcao algébrica dos nUmeros racionais como corpo
de fracdes de inteiros (Gongalves, 1999), fizemos uma pesquisa bibliografica onde foram
abordados os topicos descritos na unidade 2 segundo a luz das definicdes em ATIYAH e
MACDOVALD (1969, p. 36). Também vimos como estes nimeros sdo apresentados para
os alunos analisando livros didaticos (Bigode, 2000; Imenes e Lellis, 2010) e estudamos
também alguns trabalhos em Educacdo Matematica sobre o tema, entre eles destacamos
(Merlini, 2005).

Neste estudo nos chamou a atencdo as varias formas de representar 0s nimeros
racionais, eles podem ser escritos com a representacdo usual de fragcGes ordinarias, como
decimal, com figuras geométricas e também como pares ordenados, sendo que esta Gltima
ndo é trabalhada no ensino basico.

Embora a representagdo em par ordenado ndo seja comum, entendemos que ela
pode ser uma boa oportunidade para explorar recursos visuais para a compreensao de
conceitos abstratos, como sugere as diretrizes curriculares “...defende-se uma abordagem
pedagdgica que os articule, na qual os conceitos se complementem e tragam significado aos
conteudos abordados” (DCE, 2008, p.52).

Propomos entdo, uma interpretagdo geomeétrica para 0s numeros racionais que séo
Vistos como pontos em um sistema cartesiano e, com isto, 0s nimeros representados pelas
fragOes ordinarias passam a ser retas “passando pela origem”, conforme veremos mais a
diante.

Através destas visualizacdes é possivel compreender conceitos como: relagdo de

equivaléncia entre fracOes, desigualdade de fracdes, elementos opostos das operagdes
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definidas, soma, MMC, entre outros. Fazendo assim, relacbes com outros conceitos
geométricos como: retas, sistema cartesiano, angulos, simetria, distancia, etc.

Neste trabalho, iremos apresentar sugestfes de atividades que deverdo ser propostas
de modo que os alunos sejam capazes de construir os conceitos envolvidos, estabelecendo
relacOes e observando padr@es. Para a realizagdo das mesmas é necessario ter um dominio
minimo das ferramentas do software Geogebra ou outro semelhante.

O Geogebra é um software livre destinado ao ensino de matematica, encontrado
facilmente em sites de busca para downloads. Este software de geometria permite realizar
construcdes com diversos objetos geométricos (pontos, retas, segmentos, vetores, secdes
conicas, entre outros), assim como funcées, que podem ser modificadas dinamicamente.
Sua caracteristica principal € a ligacdo entre geometria, algebra e calculo diferencial.

De acordo com Mendes (2009, p.113) “a informatica, atualmente, ¢ considerada
uma das componentes tecnoldgicas mais importantes para a efetivacdo da aprendizagem
matematica no mundo moderno”. Considerando que grande parte dos alunos que temos
hoje nas escolas possui consideravel intimidade com o universo tecnoldgico, uma aula que
permita a manipulacdo de um software matematico pode se tornar uma aula mais prazerosa

e estimulante.

2. SINTESE DA DEFINICAO ALGEBRICA DE FRACAO

Considere uma fracdo a/b com a e b €Z e b # 0. Representaremos essa fracao
algebricamente como um par ordenado (a,b) € ZxZ*.

Define-se a seguinte relacdo de equivaléncia: (a,b) = (c.d) < ad=bc. A partir dessa
definicdo de classe de equivaléncia, temos que (a,b) = (na,nb) € ZXZ*.

2.1. OPERACOES
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Ao definirmos como (a/b) a classe de equivaléncia de (a,b), podemos definir duas
operacdes em ZXZ*, a adicdo e a multiplicacdo. (ATIYAH e MACDONALD, 1969, p. 36)

Sejam (a/b) e (c/d) € ZXZ*.

2.1.1. ADICAO

(a/b) + (c/d) = (ad + cd/bd) € ZXZ*

2.1.2. MULTIPLICACAO

(a/b).(c/d) = (ac/bd) € ZXZ*

3. INTERPRETACAO GEOMETRICA
Vimos que uma fracdo pode ser representada atraves de um par ordenado (a,b) com

a,b €Z, eb=+0.Logo é possivel representar as fracdes como sendo pontos de um sistema
cartesiano. Observe algumas fracdes representadas no plano Z?, que contém ZxZ*, na Fig.
1.
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Figura 1- FracOes representadas por pontos em um sistema cartesiano.

Se considerarmos uma fragdo (a,b) simplificada, podemos gerar outras fracbes da
forma (na,nb) com n € Z* que pertencem a mesma classe de equivaléncia. Se observarmos
0 conjunto de pontos que satisfaz esta condigdo, ou seja, que indicam fracGes de mesma
classe de equivaléncia, nota-se que eles formam uma “reta passando pela origem”.

Uma classe de equivaléncia de fracGes representa um Gnico ndmero. Como
utilizamos pontos para representar cada fracdo, utilizaremos agora, retas passando pela

origem como representacOes de numeros racionais, conforme Fig. 2.
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Figura 2- Classe de equivaléncia da fracéo (3,2).

3.1. ENTENDENDO A EXPRESSAO “RETA PASSANDO PELA ORIGEM”

Em Z? uma reta é apenas um conjunto de pontos “alinhados”. Mas, como abuso de
notacdo, representa-la-emos através de uma reta real.

Conforme podemos observar, esta reta real que liga os pontos das fragdes
equivalentes passa pela origem, mas a fracdo (0,0) ndo esta definida no corpo das fragGes.
Observe que todas as retas que representam nimeros passam pela origem. Sendo o ponto
(0,0) a unica intersecdo entre elas, podemos interpretar a origem com pertencente a todas as
retas em questdo. Logo nédo é possivel classifica-la como um ponto de uma Unica reta.

Como essas retas passam pela origem, uma reta que passa pelo primeiro quadrante
do sistema cartesiano, passara também pelo terceiro quadrante. Analogamente para o

segundo e quarto quadrante.
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3.2. VISUALIZANDO A SOMA DE FRACOES
Considere a operagéo: 1/3 + 3/2

Representando esses nimeros através de retas geométricas, como na Fig. 3:
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Figura 3- Classes de equivaléncia de frages distintas.

Observe que a reta horizontal, mais préxima ao eixo horizontal, que intercepta as
duas retas em pontos pertencentes a ZxZ*, é a reta que passa pelo ponto (0,6) (Fig. 4).

Note também que 6 é justamente o valor do MMC entre 3 e 2. Podemos entdo fazer
a operacdo de soma considerando apenas essa nova reta horizontal e os pontos de

intersecéo.
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Figura 4- Reta horizontal que intercepta as duas retas.

O primeiro ponto esta a uma distancia de duas unidades do eixo vertical, enquanto

gue o segundo ponto esta a uma distancia de 9 unidades. Somando, temos: 2+9=11(Fig. 5).

i -
/ e
. 2.6) (%6 L(11,6)

Figura 5- Soma na reta horizontal.

Assim, o resultado da operacdo sera representado pela reta que passa pelo ponto
(11,6)(Fig. 6).
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Figura 6- Resultado da soma.

Ha outras retas horizontais que interceptam as duas retas, estas tém valor constante

para y sendo um multiplo comum das segundas coordenadas das fracGes.

3.3. OPOSTO DA SOMA

Como ja sabemos algebricamente, dado uma fracéo (a,b) sua oposta em relagédo a
soma é a fracdo (-a,b), pois (a,b) + (-a,b) = (0,b) = 0. Note na Fig. 7 que as retas que
representam duas fracGes opostas sao simétricas em relacdo ao €ixo y, eixo que representa a

fracdo (0,n) com n em Z*, o qual é justamente o elemento neutro da soma.
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Figura 7- Frag0es opostas pela soma.

4. SUGESTOES DE ATIVIDADES

“O computador exerce um papel decisivo no ensino de Matemadtica, nos dias atuais,
em virtude das possibilidades de construcdo de modelos virtuais para a Matematica
imaginaria”. (MENDES, 2009, p. 113)

Em virtude disso, buscamos através do software Geogebra mostrar uma
interpretacdo geométrica para o corpo de fragdes, possibilitando assim, a compreenséo
visual de propriedades algébricas.

A utilizacdo do computador como ferramenta de ensino contribui, entre outras
coisas, para:

10
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Uma relativizagdo da importancia das competéncias de calculo e de
simples manipulacdo simbdlica, que podem ser realizadas de forma mais
rapida e eficiente; Um reforco do papel da linguagem gréfica e de formas
de representacdo, permitindo novas estratégias de abordagem dos mais
variados problemas; Uma atencdo redobrada as capacidades intelectuais
de ordem mais elevada, que se situam para além do célculo e da simples
compreensao de conceitos e relagcbes matematicas.

(MENDES, 2009, p.114)

O contetdo de numeros racionais deve ser abordado na 62 série ou 7° ano do Ensino
Fundamental. Neste sentido, objetiva-se que o aluno: “Reconhega niimeros racionais em
diferentes contextos, realize opera¢Ges com nimeros racionais e compreenda o principio de
equivaléncia da igualdade e da desigualdade.” (DCE, 2008). No entanto, Imenes diz que “a
organizacdo dos conteldos deve nortear-se pelas concepgdes de curriculo em espiral e
curriculo em rede” (IMENES, 2010, p. 8). Portanto, é possivel utilizar essa interpretacdo
em outras séries, e até mesmo em outros niveis de ensino, abordando assim, a riqueza de
outros contetdos envolvidos, tais como: semelhanca de triangulos, limite e infinito, acéo de
grupos, orbita de grupos, entre outros. Porém, para isso, se torna necessario redirecionar as
perguntas das atividades de acordo com os objetivos especificos.

Segue abaixo uma série de questionamentos que podem ser feitos a respeito da
interpretacdo apresentada neste trabalho. Vale a pena alertar que as perguntas abaixo nao
devem ser aplicadas diretamente a quaisquer turmas ou niveis de ensino, cabe ao professor
saber adaptéa-las de acordo com seus objetivos e nivel dos alunos, utilizando os seguintes
guestionamentos apenas como um possivel suporte.

Atividade 1) Algebricamente representamos uma fragdo a/b, com a e b inteiros e b
# 0, como um par ordenado (a,b).

Neste sentido, podemos representar uma fragdo como um ponto de um sistema
cartesiano?

12 -9 24 -3 & 21 -15 27

Se possivel, tente representar as fracoes: ?_— =, — ==, -_mE Ccomo pontos.

O que ha de comum com estes pontos? Porque isso acontece?

11
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O objetivo desta atividade € que os alunos percebam que fracGes equivalentes

formam uma reta passando pela origem.

Atividade 2) O que séo fracOes equivalentes?

Qual é a relagdo fragdo/numero? Ou seja, uma fracdo é um ndmero ou vice-versa?
Toda fracdo é um Unico nimero? Todo ndmero é uma Unica fragdo? Justifique suas
respostas utilizando argumentos geométricos.

Ja que podemos representar geometricamente uma fracdo através de um ponto,
como podemos fazer para representar um numero geometricamente? O método se aplica
somente a nimeros racionais?

Tente representar varios numeros geometricamente, o que had de comum nestas
representacdes? Quantas fracGes sdo necessarias para representar um unico nimero?

E possivel dar uma interpretacdo do por que a fragdo 0/0 é uma indeterminag&o?

Os objetivos desta atividade sdo que os alunos percebam que uma fracdo é apenas
uma representacdo de um numero, que varias fragdes podem representar 0 mesmo numero e
gue neste contexto geométrico, ao invés dos pontos, os nimeros sao representados pelas
retas. Além do mais, objetiva-se dar uma pequena nocéo intuitiva do por que 0/0 é uma
indeterminacdo, uma vez que esta fracdo, caso esteja definido como sendo uma fracéo, é

equivalente a todas as demais.

Atividade 3) Utilizando métodos geométricos, é possivel somar fraces? Dica:
pense primeiro em uma interpretagdo geométrica para a soma de nimeros inteiros.

E preciso utilizar o MMC na soma de frages?

O objetivo desta atividade é que os alunos estabelecam um método geométrico para
somar fraces e comparem as propriedades deste método com as propriedades algébricas da
soma, como o uso do MMC para efetuar a operagao.

12
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Atividade 4) “O elemento neutro da soma é um niimero que, s€ sOMarmos com
outro qualquer, o resultado da soma serda o mesmo nimero.” Como assim? Que numero €
este (geometricamente)? Explique.

Dizemos que um nimero € o oposto de outro quando a soma dos dois é igual a 0.
Qual a relacdo geométrica entre dois numeros opostos e o elemento neutro da soma?

O objetivo desta atividade € que os alunos percebam a simetria geométrica entre um

namero racional e seu oposto com relacdo ao elemento neutro da operacéo.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Entendo que a aprendizagem matematica esta ligada a compreensdo e apreensdo do
significado. Cabe ao professor, entdo, planejar aulas que objetivam aos alunos maior
facilidade de compreensdo do significado e de aplicagbes do contetdo estudado.
Felizmente, a presenga de instrumentos tecnoldgicos nas escolas, a disposi¢do de
professores e alunos, tanto para planejamento e aplicagdo de aulas, se bem utilizados,
podem permitir que esses objetivos sejam alcangados.

Com o uso do software, 0 aluno, em primeiro momento, podera ter um estimulo extra
para desenvolver a atividade, talvez somente pelo fato de estar manipulando o software.
Porém, ao decorrer da aula, ele podera perceber o significado do contetdo estudado sem
que este se reduza a apenas operacfes mecanizadas. As sugestdes de atividades acima
podem permitir ao aluno perceber, ndo somente a visualizacdo geométrica de fraches e
nameros racionais, mas também diversos contelidos da prépria geometria, tais como: reta,
simetria, angulos, localizacdo de pares ordenados, entre outros, fazendo assim uma
importante conexdo entre algebra e geometria.

No entanto, o professor deve ter em mente que uma aula com o uso de computadores,

necessita de um bom planejamento, levando em consideracdo as caracteristicas das turmas,

13
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os contetdos dominados pelos alunos, a estrutura e disposi¢do da escola onde trabalha,
entre outros fatores que podem levar ao insucesso dos objetivos esperados.

As atividades propostas neste trabalho visam apresentar ao professor uma ideia
diferente de ensinar conceitos e propriedades dos numeros racionais, um conteudo visto
muitas vezes como de dificil compreensdo. Porém, sdo de suma importancia 0s
questionamentos feitos pelo professor aos alunos, induzindo-os a reconhecer padrdes e
relacGes, compreendendo, assim, o significado de cada padrdo e relacdo encontrados,
partindo inicialmente de exemplos visuais, para depois poder generalizar e abstrair de

acordo com as necessidades de aprendizagem.
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