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Modelo xy Quéantico

Hamiltoniano (operador hermitiano em um espago de estados
HE", H = C?)
H,, = —2—1]2 ((1 +y)oio; + (1 - 7)0?0’?) - hZaf,
(i) i
Apresenta uma transicao de fase quéantica (de 22 ordem) em
he/] =1para0 <~ < 1. Ising quantico H;; = H,,(y = 1).

A

* + f Fase ordenada

L_Jo 1 _fo -] . 10 N o
07{1 0:|,o'y7|:l, 0],07[0 1]nabasedecr.|0)7[O],M,H

Por qué quantico? (o7, o] = —2ic ;.
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Lidando com as propriedades fisicas de um tnico spin k,
escrevemos

Hy = 2" (147)o} Z a}‘—Z_l](l—'y)a% Z a]y—hai—&—Hr.

(k.j) k=cte (k,j) k=cte

H, é a parte do Hamiltoniano que nao comtém termos de interagao
com o spin k.

Aproximagao de campo médio

Hy = =27 (14+y)ot Y (of)-27'J(1-y)o] > (o)) —hoi+H,.

k] ),k=cte (k,j) k=cte

Significado fisico de (o;):

1 Preparamos um ensemble de sistemas de forma idéntica, medimos o
valor do spin para cada elemento do ensemble e tomamos a média.

2 Em fisica estatistica dizemos que a média de ensemble é igual a
média temporal. Ou seja, se conseguirmos medir o valor de spin em
cada instante de tempo e tomarmos a média destes valores, esta sera
idéntica a média sobre o ensemble.
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Para um sistema invariante por translacao, i.e.,

(o) = <0'7> =my Vi,j,

comd =x,y,z e z=n*de 1°s vizinhos, temos
HYy = —27'(1+7)zmof —27 (1 = y)zmyo} — hoi + H,
= H;+H,.
Como
[Hk;Hr] = [Hk & Hﬁ Hk & Hr] = Oa

o operador densidade (estado térmico) do spin k pode ser
escrito como:
pi" = Z~ exp(—fHy),

com 8 = 1/kT e a fungéo de parti¢ao dada por
Z = tr(exp(—S8Hy)).

Temos nesta aproximagao que

ma = tr(p"a).

Para facilitar os calculos vamos obter a decomposigéo espectral
do Hamiltoniano.
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Definindo os coeficientes das matrizes da Pauli que aparecem
no Hamiltoniano H, como

x = _2—1](1 +y)zimy, Y= —21](1 — 7)zmy, z:=—h
temos (na base de o7)
o y . z X —iy
Hy = xo +yoy +zo} = [x+i]/ s }
Autovalores de H;:

A = £/x2+ 2 +22 = 4,

onde r = ||7]| e 7 = (x,y,z). Note que r = r(v,], h, z, my, m,).
Autovetores ortonormais de Hy:

B r+z [ 1]  Jr+z x + iy
[+n) = Zr[ﬁﬂ 2r <|0>+r—|—z|1>>

B r— 11 Jr—z x+iy
= = Zr[—w} 2r (|O> r—z|1>)

r—z

com |0), |1) sendo, respectivamente, os autovetores de o* com
autovalores +1, —1.

N
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Decomposicao espectral para o Hamiltoniano:

Hi = +r| + 1) (47| —r[ = 1) (7]

exp(—SHi) = exp(=pr)| + 1) {(+7] + exp(Br)| — r){-7].
A funcao de particdo pode ser escrita como

Z = exp(=Pr)+exp(pr)
= 2cosh(—pr).

Estado térmico (estado de Gibbs) do spin k

exp(fr)
~ 2cosh(-p )|—|—r><—|—r| + cosh(—pr)

= pr(+n)|[ +n(+r| +pr(= )\ = r){=rl.

pm = _SXPEA) = ) (=]

Acima usamos as probabilidades dos estados | +r) e | — 7).



Usando o estado de Gibbs, vem que a magnetizag¢ao do spin k
na direcdo d é

mg = te(ofpi™)
pr(+n)tr(of| +r)(+1]) + pr(=r)tr(of| — r)(~r])
pr(+r)(+rlof| + 1) + pr(=r)(r — |of| — 7).

Matrizes de Pauli na base {|0), |1)} e suas agbes nesta base:

o' = |0)(1[+[1){0] = &"(0) = [1), o¥[1) = |0)
o/ = —il0)(1] +i[1)(0] => &¥|0) = i[1), o¥[1) = —i[0)
of = [0)0] — [1)(1] = o%[0) = |0), o7[1) = —[1)

Acao das matrizes de Pauli na base de autovetores de

Hy:
r+z X+ 1 r—z x+1i
w0 = 5 (0 2 0), o0 =5 (0 - 20
r+z. x+i r—z. x+i
40 =\ EE (-T2 o0 = (1 )
r+z x+i r—z x+i
e = 2 (0= o= 72 (0 + )
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E facil verificar que

d
+rlod| £ 7) = +— comd = x, v, z.
k ; y

Com isso vemos que

mi = pr(er) — pr(-)
(e ewn )

2cosh(—p3r)  2cosh(—pr)
tanh(— ﬂr)
r

Lembrando x = —(J(1 + v)zmy) /2, y = —(J(1 — v)zm,)/2,z = —h
e

= d—

r= \/]122 {(l +7)2m2 + (1 — 'y)zmﬁ] + k2.

Temos, portanto, que resolver um conjunto de equacdes
transcendentais acopladas para calcular as magnetizagoes.
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Sistema de Equacdes a ser Resolvido

Explicitamente, fixando |, v, k, T, z teremos que resolver as
seguintes equacoes

I mx](l—i—’y)z;jnh(r/kT);
my = m JAERRCAT)
tanh(r/kT)

m, = h——"—2,
z r

E importante lembrar que
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Ising Classico (h=0e~ =1)

H;, = —]Z a'fcr;‘.
(i)

Neste caso
my =m; =0
e
r = Jzmy
e

my = tanh(Jzm,/kT)
~ Jzmy [kT,
que é a equagéo para o modelo de Ising classico, que tem
] :
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Ising Quantico (h >0,vy=1eT =0)

Hy =]} oloj=h} o
@ '

]

Neste caso m, = 0,
r=\/]?z2m% + h? (1)

0 = my(1—Jzr ' tanh(r/kT)) 2)
m, = hr ! tanh(r/kT).
Vamos resolver primeiro a equacgao transcendental para m,, que
¢ utilizada posteriormente para calcular m,.

Uma solugéo da Eq. (2) é m, = 0. Como o menor autovalor de
H; é E,.;,, = —r vemos, da Eq. (1), que qualquer solugéo de

U=1
e (125D g

com |my| > 0 deve ser escolhida em detrimento de m, = 0. .



Solugao (kT =0, =1,v=1,z =2)

2.5 3

12/15



Expressédo Geral para o Campo Critico

Com kT — 0 e r = y/z?m2 + h? > 0 temos que tanh(r/kT) — 1.
Entdo a equacéao

- <1 _Ztanh(rr/kT)> _0

fica (faz m, < 1 mas positivo e z ndo muito grande)

1-2 = 0
r
1-——2 =0
\/22m2 + h?
4
1-— =~ 0
he
Ou seja,
he
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Solugdo do H;; comh >0, T >0ez =2

Parece que o numero de coordenagéo z dita a escala de
energia para a transi¢ao de fase segundo a teoria de campo
meédio.
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Eq. p/ a linha critica

Temos

My (1_Ztanh(:z/kT)> =0

Indo da fase ferromagnética (m, > 0) para préximo da linha critica de
transicao de fase (m, < 1) temos

~ h
e (dividindo a 12 Eq. por my)
n? >

he sinh®(h./kT,)
Usando a expansdo em série de Taylor de sinh x ~ x + x*/3! temos
W2 + (kT.)? ~ 22

a menos de corregdes da ordem de (h./kT.)®/(3!)>.
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