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O Deménio de Laplace e o fator de Boltzmann

Pierre Simon Laplace concebeu um experimento mental,
conhecido como Deménio de Laplace, considerando que:

“De posse de todas as variaveis que determinam o estado do
Universo em um instante ¢, é possivel prever o seu estado no
. !/ / ”
instante ¢ . Sendo t > t.
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"Nés podemos tomar o estado presente do
Universo como o efeito do seu passado, e a causa
do seu futuro. Uma inteligéncia que, em um dado
momento, conhecesse todas as forcas que dirigem a
natureza e todas as posicdes dos componentes da
natureza, e que tivesse também a capacidade de
submeter todos estes dados a analise matematica,
compreenderia em uma anica formula os
movimentos dos maiores corpos do universo e os do
menor 4tomo. Para tal inteligéncia nada seria
incerto, e o futuro, assim como o passado, estaria
presente diante de seus olhos."

Pierre Simon Laplace (1749-1827).
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Seria possivel construir tal maquina?

Para visualizar a possibilidade da existéncia de tal maquina, consideramos os
computadores mais potentes de hoje, que realizam 10'® operacdes por segundo.
Reduzimos o nosso propésito a analise de um sistema de spins de Ising, em
uma rede bidimensional 10 x 10.

S3o 100 spins que podem assumir dois estados cada um (+1). Nosso sistema
pode estar configurado de 2'°C formas diferentes. Para obter cada uma destas
configuracdes, usando o computador mais potente que existe, levariamos,
portanto,

2000 _1,267x10%° _ 14
Tx10Ws=T = Tx10%s-T — 1,267 X 10%s

Ou seja, aproximadamente 4.017.630,64 anos seriam necessarios para observar
as configuracdes de um sistema de 100 spins, usando o melhor computador da
atualidade. Imagine trabalhar com um mol de particulas?
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Portanto, sabemos que n3o é possivel obter a velocidade e a
posicdo de cada particula, mesmo em uma porcio pequena de
matéria. Porém, através da mecénica estatistica, para alguns
sistemas é possivel calcular uma média das grandezas
microscépicas, com base nos estados acessiveis e, assim, obter
resultados para as grandezas macroscépicas.



O fator de Boltzmann

Juntamente com Maxwell e Gibbs, Boltzmann é
considerado o fundador da mecanica estatistica.

E interessante conhecer o fator de Boltzmann:
um fator de ponderacdo que determina a
probabilidade relativa de um estado ¢, em um
sistema com miltiplos estados em equilibrio
termodindmico a temperatura 7.

—E;
eXp(KB.T)
s, Kol
Onde Kp é a constante de Boltzmann e F; é a

Ludwig Boltzmann (1844-1906) energia do sistema no estado i.
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O Método de Monte Carlo

Se a maquina idealizada por Laplace existisse, ainda que limitada a uma
rede de spins pequena, veriamos que ndo faria sentido comparar os
resultados obtidos nesta maquina, com os resultados obtidos
experimentalmente.
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O Método de Monte Carlo

Se a maquina idealizada por Laplace existisse, ainda que limitada a uma
rede de spins pequena, veriamos que ndo faria sentido comparar os
resultados obtidos nesta maquina, com os resultados obtidos
experimentalmente.

Os resultados da maquina apresentariam enormes variagdes no tempo
(pensemos em intervalos de 107125s), que, obviamente, nossas medidas
macroscépicas ndo observam. “O remédio seria entdo realizar médias
sobre intervalos de tempo e regiGes espaciais comparaveis aos da
resolucdo experimental.” (SCHERER, 2005)
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O Método de Monte Carlo

Quando fazemos uma medida experimental, podemos considerar que o
sistema passa por todos os estados acessiveis, e esta medida é resultado
da média desses estados. Isso estd intimamente ligado ao postulado
fundamental da mecanica estatistica em equilibrio:
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O Método de Monte Carlo

Quando fazemos uma medida experimental, podemos considerar que o
sistema passa por todos os estados acessiveis, e esta medida é resultado
da média desses estados. Isso estd intimamente ligado ao postulado
fundamental da mecanica estatistica em equilibrio:

“Em um sistema estatistico fechado, com energia fixa, todos os
microestados acessiveis sdo igualmente provaveis.” (SALINAS, 2005)
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O Método de Monte Carlo

Quando fazemos uma medida experimental, podemos considerar que o
sistema passa por todos os estados acessiveis, e esta medida é resultado
da média desses estados. Isso estd intimamente ligado ao postulado
fundamental da mecanica estatistica em equilibrio:

“Em um sistema estatistico fechado, com energia fixa, todos os
microestados acessiveis sdo igualmente provaveis.” (SALINAS, 2005)

“A ideia basica por tras da simulacdo de Monte Carlo é simular a

flutuacdo aleatéria térmica do sistema de estado para estado ao longo de
um experimento.”(NEWMANN & BARKEMA, 1999, traducdo nossa)
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O algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis é o mais utilizado para simulacdo de sistemas
fisicos dentre os algoritmos do Método de Monte Carlo. Seu principio de
funcionamento é simples: observar como uma possivel mudanca na
configuracdo do sistema implicaria na sua energia e, através de certa
aleatoriedade, definir se essa mudanca sera feita ou n3o.
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O algoritmo de Metropolis

Configuracao do sistema

Verificacdo de uma possivel
variagao aleatéria nos
parametros do sistema

dE<0‘?

Aceita a variagio
do parametro «

Niimero aleatono A

entre O e 1

_dE "
e
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Aplicacdes no modelo de Ising

O algoritmo de Metropolis € comumente utilizado em simulacdes do
modelo de Ising para as mais diversas verificacdes de comportamentos,
seja de redes de spins ou de sistemas sociais. A energia no modelo de
Ising é dada por

N
H = —JZO’Z‘JJ' - ]{ZO'Z
(i7) =1
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Aplicacdes no modelo de Ising

O algoritmo de Metropolis é comumente utilizado em simulacdes do
modelo de Ising para as mais diversas verificacdes de comportamentos,
seja de redes de spins ou de sistemas sociais. A energia no modelo de
Ising é dada por

N
H = —JZO’Z‘JJ' - ]{ZO'Z
(i7) =1

O Hamiltoniano () do modelo de Ising relaciona a interacdo de troca J
com cada uma das intera¢des entre sitios vizinhos (o;0;) que podem
assumir os valores 1 ou -1. O termo H esta relacionado ao campo sobre
o sistema, que esta associado a cada um dos spins (o;).
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Aplicacdes no modelo de Ising

Vamos aplicar o algoritmo de Metropolis 8 uma rede de spins quadrada
(bidimensional), com 100 spins (10x10), configurados aleatoriamente.

Os passos de Monte Carlo ocorrerdo a temperatura T'= 3J/Kp.
A temperatura critica para a rede quadrada é de T, =~ 2,269J/Kp.

Consideramos condicdes periédicas de contorno, nas quais a altima linha
interage com a primeira linha da rede, bem como, a altima coluna
interage com a primeira coluna.
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Aplicacdes no modelo de Ising

Configuragao do sistema

) A4

Verificagao de wma possivel
4 variagao aleatdria nos
parametros do sistema

¥

, dE<0?
Aceit: iaga
e 4 @

Niimero aleatério A
entre 0 e 1

| N

1Y) . N ?_

4 <« <« <« > >
> > 4 > > 4 > 4 4 )
4 r > 4 4 4> > P 4
4 4 4 4 b 4 4« 4« P 4«
4 4 4 4 4« 4 »r 4« P 4«
4 r b 4 4 4 < > >
4 4 4 4 4 P 4 4 4 4«
4 4 > pr 4 > 4 4 4>
4 4« 4« > rp 4> r 4
4 <« <> > 4> >
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Aplicacdes no modelo de Ising

Configuragao do sistema

) A4

Verificagao de wma possivel
4 variagao aleatdria nos
parametros do sistema

¥

1 dE<07?
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E
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| N

1Y) . N ?_

Ap6s a configuracio aleatéria inicial do sistema, é sorteado o primeiro spin, que
esta localizado na 32 linha da primeira coluna.

E necessario calcular a variacdo da energia que ocorreria com a troca do spin.

4 <« <« <« > >
> > 4 > > 4 > 4 4 )
4 r > 4 4 4> > P 4
4 4 4 4 b 4 4« 4« P 4«
4 4 4 4 4« 4 »r 4« P 4«
4 r b 4 4 4 < > >
4 4 4 4 4 P 4 4 4 4«
4 4 > pr 4 > 4 4 4>
4 4« 4« > rp 4> r 4
4 <« <> > 4> >
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Aplicacdes no modelo de Ising
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Ap6s a configuracio aleatéria inicial do sistema, é sorteado o primeiro spin, que
esta localizado na 32 linha da primeira coluna.

E necessario calcular a variacdo da energia que ocorreria com a troca do spin.
Como a variacdo da energia ndo serd negativa caso ocorra o flip do spin,
usamos o fator de Boltzmann para obter a probabilidade P deste novo estado.
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> > 4 > > 4 > 4 4 )
4 r > 4 4 4> > P 4
4 4 4 4 b 4 4« 4« P 4«
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Aplicacdes no modelo de Ising

Configuragao do sistema

b A4

Verificagao de uma possivel
4 variacao aleatdria nos
parametros do sistema
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4 <« <« <« > >
> > 4 > > 4 > 4 4 )
4 r > 4 4 4> > P 4
4 4 4 4 b 4 4« 4« P 4«
4 4 4 4 4« 4 »r 4« P 4«
4 r b 4 4 4 < > >
4 4 4 4 4 P 4 4 4 4«
4 4 > pr 4 > 4 4 4>
4 4« 4« > rp 4> r 4
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Ap6s a configuracio aleatéria inicial do sistema, é sorteado o primeiro spin, que
esta localizado na 32 linha da primeira coluna.

E necessario calcular a variacdo da energia que ocorreria com a troca do spin.
Como a variacdo da energia ndo serd negativa caso ocorra o flip do spin,
usamos o fator de Boltzmann para obter a probabilidade P deste novo estado.
O namero aleatério sorteado foi A = 0,443384, ent3o n3o flipamos o spin.
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Aplicacdes no modelo de Ising

Configuragao do sistema
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Aleatoriamente é feita uma nova escolha de spin. Desta vez, é selecionado o
spin na 62 linha da 32 coluna.
Calculamos a varia¢do da energia dada pela possivel troca do spin.

4 <« <« <« > >
> > 4 > > 4 > 4 4 )
4 r > 4 4 4> > P 4
4 4 4 4 b 4 4« 4« P 4«
4 4 4 4 4« 4 »r 4« P 4«
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Aplicacdes no modelo de Ising
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Aleatoriamente é feita uma nova escolha de spin. Desta vez, é selecionado o
spin na 62 linha da 32 coluna.

Calculamos a varia¢do da energia dada pela possivel troca do spin.

Como a variacdo da energia seria positiva, usamos novamente o fator de
Boltzmann para obter P.
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Aplicacdes no modelo de Ising

Configuragao do sistema
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Aleatoriamente é feita uma nova escolha de spin. Desta vez, é selecionado o
spin na 62 linha da 32 coluna.

Calculamos a varia¢do da energia dada pela possivel troca do spin.

Como a variacdo da energia seria positiva, usamos novamente o fator de
Boltzmann para obter P.

O namero aleatério sorteado foi A = 0,024312, ent3o flipamos o spin.

4 <« <« <« > >
> > 4 > > 4 > 4 4 )
4 r > 4 4 4> > P 4
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Aplicacdes no modelo de Ising
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Ap6s a troca do spin é feito um novo sorteio.
Agora observamos o spin na 82 linha da 62 coluna.
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Aplicacdes no modelo de Ising
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Ap6s a troca do spin é feito um novo sorteio.
Agora observamos o spin na 82 linha da 62 coluna.
Calculamos a varia¢do da energia dada pela possivel troca do spin.
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Aplicacdes no modelo de Ising
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Ap6s a troca do spin é feito um novo sorteio.

Agora observamos o spin na 82 linha da 62 coluna.

Calculamos a varia¢do da energia dada pela possivel troca do spin.
Como a variacdo da energia seria negativa, aceitamos a troca.
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Aplicacdes no modelo de Ising
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Os passos de Monte Carlo, portanto, utilizam certas probabilidades para definir
se aceitam ou ndo uma troca de spin a uma dada temperatura 7.

Nesta temperatura 3J/Kpg, por exemplo, ha uma uma probabilidade pequena
de que variagBes de energia altas, como a de 8J sejam aceitas.

Quanto mais préximo da T. menor serd P, portanto, proximo de uma transicio
de fase, o sistema aceita cada vez menos variacdes positivas de energia.

4 <« <« <« > >
> > 4 > > 4 > 4 4 )
4 r > 4 4 > r b r 4
4 4 4 4 b 4 4« 4« P 4«
4 4 4 4 4« 4 »r 4« P 4«
4 r > 4 4 4 4« 4> >
4 4 4 4 4 P 4 4 4 4«
4 4 > pr 4 > 4 4 4>
4 4« 4« > rp 4> r 4
4 <« <> > 4> >
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Aplicacdes no modelo de Ising

O objetivo dos passos de Monte Carlo é fazer com que o sistema termalize, ou
seja, que a configuracdo do sistema seja adequada a sua temperatura.

L L L L L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Passos

Este grafico esboca a variacdo da magnetizacdo por spin (m) a cada
troca de todos os spins (passo) do sistema em uma rede 100x100, a uma
temperatura de 2,1J/Kp.
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Comparativos

T T T T T T 1 T T T T T T
R py—
FT/Curie-Weiss mmms R MET/Curie-WeiSs e
Monte Carlo - Metropolis O Monte Carlo - Metropolis  ©

 —

02 L L L L L L . L
o 0s 1 15 2 25 3 35 a as s

02 L L L L L L L

Magnetizacdo em funcdo da temperatura em uma rede
quadrada: a linha azul mostra o resultado exato obtido
analiticamente por Lars Onsager; a linha laranja mostra a
curva segundo a Teoria de Campo Médio; os circulos sédo a
compilacdo dos dados obtidos através da simulacdo do
método de Monte Carlo.

(Rede 100x100 - com 10.000 passos de Monte Carlo)

Magnetizacdo em funcdo da temperatura em uma rede em
formato favo de mel: a linha verde mostra a relacdo obtida
com a Teoria de Campo Médio com Clusters
Correlacionados; na linha laranja a curva & dada pela Teoria
de Campo Médio; os circulos sdo a compilacdo dos dados
obtidos através da simulacdo do método de Monte Carlo.
(Rede 200x200 - com 25.000 passos de Monte Carlo)
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Simulacdo para estrutura tridimensional

@0

o 1 2 3 4 s 6

Simulacdo utilizando o Método de Monte Carlo para rede cibica
(50x50x50), com 500 passos: a) Magnetizacdo em funcdo da .
Temperatura; b) Energia em funcdo da Temperatura; c) Fase o “.“‘“m
paramagnética; d) Formacdo de ilhas de correlacdo; €) Fase M = s
ferromagnética; T
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Conclusdes

O algoritmo de Metropolis € um poderosa ferramenta no tratamento de
sistemas estatisticos, contudo, trata-se apenas da ponta do iceberg das
técnicas envolvendo o método de Monte Carlo. Inclusive, segundo
Newman & Barkema (1999, traducdo nossa), “embora este algoritmo
famoso seja muito facil de programar, ele raramente é a forma mais
eficiente para realizar uma simulac3o.”

Os métodos estocasticos sdo muito importantes para o tratamento de
modelos matematicos de sistemas fisicos, biolégicos, econémicos, sociais,
dentre outros. Portanto, a simulacdo € um recurso valioso no meio
académico, fazendo parte do tripé que sustenta o entendimento que
temos da natureza, juntamente com 0s experimentos e 0S recursos
teoricos.
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