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Sequéncia

e Definicao:
Uma funcdo {a}: N~ R é chamada sequéncia de nimeros
reais.
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Ex.: A sequéncia harménica {a;} = -
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Séries

e« Definicao:
Uma série S, é a soma dos n termos de uma sequéncia

real a,.
n

Sn=Zai

i=1

A série com quatro termos

5
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Se=1+-+-4-+4-=—=27283.
2 3 4 5 60

Se a soma for sobre infinitos termos de uma
sequéncia real, a série S é chamada série
infinita.



Convergéncia de Uma Série Infinita
*A série infinita pode ser definida como:

S = lim §,

Nn—>00
Se esse limite existir, ou seja, se S for um
numero real, entao a série dita é convergente,
caso contrario, € dita divergente.



Testes de Convergéncia

Com a ajuda de alguns testes e teoremas
podemos verificar a convergéncia ou nao de
uma série infinita. Dentre esses testes temos:

* Teste de comparacao;

 Teste da integral;

 Teste da série alternada;

 Teste da razao;
* Etc...




* EXEMPLO 2 ( Série Geomeétrica)

Se |x| < 1,

Z =(1—x>

Se |x| = 1, a série é divergente.



Séries de Poténcia

*Uma série de poténcias € uma série da forma

Co

Z Cn(x — a)n = Cog T+ C1(x —a) + cz(x — a)z + ...

n=0

onde x @ uma variavel e c»’s sao os coeficientes
da série.



Raio de Convergéncia

*Teoremal
Para uma série de poténcia

Z ch(x —a),

n=0

existem apenas trés possibilidades:
(i) A série converge apenas quando x = a.
(ii) A série converge para todo x.

(iii) Existe um numero real positivo R tal que a série
converge se |x — al < R e diverge se |x — a| > R.

O numero R no caso é chamado raio de convergéncia.



Intervalo de Convergéncia

* O intervalo de convergéncia de uma série de
poténcias € aquele que consiste em todos o0s
valores de x para os quais a série converge.

EXEMPLO 3
0.0
D
n
n=1

R=1, xel[2,4)




Representacao de Funcdes como
Séries de Poténcia

A série de poténcia é uma funcao f cujo dominio
é o intervalo de convergéncia I.

Dom(f) =1

f:I >R



E possivel representar uma funcdo g, qualquer,
através de f?

Isso ja foi feito no Exemplo 2, onde

b 00
g(x) = -0 ;bx

para |x| < 1.




Derivacao e Integracao de Séries de
Poténcia

®* Teorema 2

Se a série de poténcias ), ¢, (x —a)™ tiver um
raio de convergéncia R > 0, entao a funcao f
definida por

Co

fx)=co+ci(x—a) +cy(x —a)s+- = Z Cp(x —a)™

n=0
E diferencidavel ( e portanto continua ) no
intervalo (a — R,a+ R) e....



O o=y " (= o)

(ii) ff(x)dx =C+cox—a)+c;(x—a)+c,(x—a) + -

* (x_a)n+1
=c+z
1

n=0

Os raios de convergéncia das séries de poténcias
nas Equacoes (i) e (ii) sao ambos R.



Séries de Taylor

e Teorema 3

Se f tiver uma representacao (expansao) em série de
poténcia em a, isto é, se

f(x) =Xn=1cn(x —a)"® [x—al <R

entao, seu coeficientes sao dados pela equacao

Cn

_f™(@)
- l

n.



De outra forma

Co

f™ (@)
fa)= ) — = —a)
n=0
= f(a) + f,1(|a) (x—a)+ f’;(la) (x — a)2+f”;,(|a) (x —a)’+ -

A série acima € chamada série de Taylor da funcao f
em torno de a. Para o caso particular, onde a = 0, a
série € chamada de série de Maclaurin.



* Quando uma funcao é igual a soma de sua série
de Taylor?

Tomando a soma parcial

L0 |
T (x) = Zfl.—!(x — q)!
=0

onde T,, € chamado polinédmio de Taylor de grau
nde fem a.



* Espera-se que, e existe um teorema que diz
1SSO,

lim 7,, = f(x)
n—>00

limR, =0

n—00
onde R,, € chamado de resto da série de Taylor e
é definido como

R,=f(x)—-T,



Desigualdade de Taylor

* Se ‘f(n“)(x)‘ < M paralx —a| <d, entdo o
resto R, da série de Taylor satisfaz a
desigualdade

| a|n+1

IR, (x)] < para |x —al <d

_ (n+1)'



*EXEMPLO 4  Série de Taylorde f(x) = cosx

f(x) = cos x f(0)=1
f'(x) = —senx f'(0)=0
f''(x) =—cosx f'(0) = —
f'""(x) =senx f7'(0)=0
f®(x) = cosx f®0) =1

Assim, para todo x,

x4 x*
cosx—l——+—'——+ Z( 1)"

2! (2n)!




* EXEMPLOS 5

n 2 3

exzz;)lo:ox_:l‘l'ﬁ'l'x—-l-x—-l-"- R =0

x2)1 x4 6
_Zno " _1—_+ 53'...R=oo

x6.

f — dx—f(l——+ 3' . )dx
x’ .
3-1! 5'2! 7+ 3!
2n+1

+(-D"

2n+1)! +



c)
1 1 1 1

1
X dx=1—2+ |
fo € ax 3710 42 216

1 1+1 1+1 07475
~ 3 10 42 216

d)
x  x% x3
e*—1—x (1+ﬂ+2!+3!+ ')_1_"

lim = lim

x—0 X2 x—0 x*
x% x3 x*?

=lim7+§+ﬁ=1
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* A medida que n — oo o grafico de T,, fica mais
“parecido” com o da f. A figura abaixo mostra
1SSO:

* Definicao:
Uma funcao {a}: N R
reais.

Ex.: A sequéncia harmo

1
a1=1,a2=5,(

O grafico de f € o que esta em verde.



Séries Trigonomeétricas

* Uma série de senos e cossenos do tipo
Ao
> + Z |la,,cos(nx) + b,sen (nx)]|
n=1

, onde a,,e b,, sao coeficientes, € chamada série
trigonomeétrica.



*A série trigonomeétrica é uma funcao f que
depende de x. Entao, é possivel que f represente
uma funcao qualquer g?
A resposta para essa pergunta é: apenas
funcoes periodicas, com periodo 27 ou um
periodo menor T, mas 2m tem que ser um
multiplo inteiro de T.

Ha mais alguma diferenca entre a série de
Taylor e a série trigonométrica?



Séries de Fourier

°*Se a série trigonométrica representa uma
funcao g no intervalo —m < x < 1, ou seja, ela
converge para esse intervalo, entao, ela
convergira para todo os valores de x.

00

glx) = % + Z la,,cos(nx) + b,sen (nx)]

n=1



Séries de Fourier

* Multiplicando a série trigonométrica por cos(mx),
onde m é um numero inteiro, obtemos

Ao

g(x) cos(mx) = >

cos(mx) + Z [a,,cos(nx)cos(mx) + b,sen (nx)cos(mx)]

A série, por ser convergente, pode ser integrada termo
a termo, assim,

T T a,
f g(x) cos(mx) dx =f ?cos(mx)dx

+ Z [a,nfTI cos(nx)cos(mx) dx + b, fnsen (nx) cos(mx) dx]

n=1



* Pelas propriedades de ortogonalidade dos
Senos e Cossenos:

(i) ffn sen(nx)cos(mx)dx =0 n,m>0

0 sen+m
T sen=m
0 sen#m
T sen=m

(i) f_nn cos(nx) cos(mx) dx = {

(iii ) ffn sen(nx)sen(mx)dx = {



*Através dessas propriedades, € possivel determinar
a,e b,,.

1 T
Ay = Ef g(x)dx
—TT

1 T
a, = Ef g(x) cos(nx)dx
T

1 VIA
b, = — f g(x)sen(nx)dx
T T



oA série trigonométrica construida a partir desses coeficientes é
conhecida como a série de Fourier.

Para o caso mais geral, onde o periodo é menor do que T, temos:

Ao = mn
glx) = ? Z ancos(— x) + bpsen (T x)]
1 2 T/2
Ay = = f g(x)dx
') 1/,
2 (T/2 21n
a, = —f g(x) cos(— x) dx
r'J_r;

2 (T/2 27N
bn=—f g(x) sen X dx

~T/2



* EXEMPLO6 A série de Fourier para

(-1 (x<0)
fx) = {+1 (x =0)
com
a, =0,a, =0,b, = - (n = impar)
sera

g(x):% z %sen(nx)

n=impar



Grafico de g(x):
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Propriedade de Paridade

°( i) Se g(x) for uma funcdao par, todos os
coeficientes b,, devem anular-se. E os
coeficientes a,, sao obtidos simplesmente pela
integracdode 0 a T/2.

(i ) Se g(x) for uma fun¢ao impar, todos os
coeficientes a, devem anular-se. E o0s

coeficientes b, sao obtidos pela integracao de
0aT/2.



Forma complexa das Séries de Fourier

* A série de Fourier

gx) = 7 Z ancos(—x) + b, sen (—nx)]

pode ser escrita sob forma complexa, fazendo as

seguintes substituicoes:

nim 1
COSTx — (el(nnx/L) + e—l(nnx/L))

Senn—nx = l (el(nnx/L) — e—l(nnx/L))

L 21



* Dai,

00

g(x) = 2 ¢, e (mx/L) —L<x<L

n=-—oo

onde

L
¢, = (1/2L) f f(x)e tmX/L) gy
—L



*EXEMPLO 7 A série de Fourier na forma
complexa para

£(x) {—1 (x <0)
X ) =
+1(x=0)
1 Rd 1
0T o 0 *=
1 (* 1 — e—inm (0 (n = par)
Ch=—| e "™dx = — = 1 )
2 2 — =
T J, ni i (n = impar)
Portanto,
+ 00
( )_1+ 1 Z 1 .. .
gx) =3 - ne (n = impar)

n=—oo
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